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1. Diagonalizacion de
Endomorfismos

1.1. Introduccion

1.1.1. Espacios Vectoriales

Notacién. V" (K) representa el espacio vectorial de dimensién n sobre el cuerpo K

(RoC).
Ejemplo. Ejemplos de espacios vectoriales.
L K" ={(z1,...,z,)|z; € Kji=1,...,n}
2. K,[z] = {polinomios con coeficientes en K y grado < n}
3. M,,(K) = Matrices cuadradas de orden n y coeficientes en K.

Definicién 1.1 (Bases). La base B = {ey,...,e,} es un conjunto “ordenado” t.q.
Yv € V, v es una combinacién lineal de los ¢;.

V= T1€61 + Tooy + -+ Tpe,

I
donde los escalares x; son unicos. x = : son las coordenadas de v respecto

Tn

de B.
Ejemplo. Ejemplos de bases.
1. B.eg =(1,0,...,0), ey =1(1,1,0,...,0),

2. Paran =2, P(z) =a+br+cz®. B={lz2*
Coordenadas de P = (a, b, ¢)

3. M2(R):{<i Z)Ia,b,c,deR}
(1) () (1) (30

b}
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Iy
Teorema 1.1 (Cambio de base). Sea B = {¢é1,...,¢,} otra base. Sean & =
T
otras coordenadas.
r = Px T=P 2
siendo P la matriz de cambio de base. Sus columna son las coordenadas de é1,. .., €,

respecto de B. P es reqular y tiene n filas y n columnas.

Ejemplo. Ejemplo de célculo de matriz de cambio de base en el e.v. Ky[z].
Sea B = {1, r, 2%} una base. Sea B = {1,z — 2, (z — 2)*} otra base.

Pi(z)=1 Pz)=2-2 P(r)=4—4r+2°

1 -2 4
P=|0 1 -4
0 0 1

Definicién 1.2. Sea f: V*(K) — W™ (K). f es una aplicacién lineal si:
L flutv) = f(u)+ f(v)
2. fldu) = df (u)

Ejercicio. Sea f : Ry[z] — R[] aplicacién dada por f(P) = P(1)z+P(—1)(z—1)%
1. Estudiar si f es lineal.

2. Calcular A = M(f; B, B,)*

1.2. Valores y vectores propios

Definicién 1.3 (Endomorfismo). Sea V"*(K) y sea B una base. Un endomorfismo
es una aplicacion lineal f:V — V.

Definicién 1.4 (Nticleo de un endomorfismo).
Ker(f) = {v € VIf(v) = 0}
Definicién 1.5 (Imagen de un endomorfismo).
Im(f) ={f(v)lveV}

Teorema 1.2.
dimg (V) = dimg (Ker(f)) + dimx(Im(f))

Definicién 1.6. Dos matrices A, B € M,,(K) son semejantes (A ~ B) si Ay B
representan el mismo endomorfismo pero en bases distintas. Equivalentemente,

A~ B <= 3P regular t.q. B= P 'AP

1La primera base es referida al espacio de salida, y la segunda al espacio de llegada.
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Geometria 11 1. Diagonalizaciéon de Endomorfismos

Observacion. ~ es una relacién de equivalencia

Lema 1.3.
rg(A) =rg(B)
A~ B = det(A) = det(B)
tr(A) =tr(B)

Ejemplo. Ejemplos de matrices semejantes.
1. La aplicacién identidad

Id:' V —V
V— v

Si a € K = al solo es semejante a ella misma.

00 0 0
_ _ . : 2
2. Sea A = < 11 ) y B = ( 10 ) .Son semejantes?

n AA:A:>fOf:f
« BB=B— fof=,

Por tanto, f = fo. Pero Im(fy) = 0, y rg(A) = rg(B) = 1 = Dim(f). Por
tanto, llegamos a una contradiccion y vemos que A = B.

Definicién 1.7 (Polinomio caracteristico). Sea A € M, (K) y sea Pa(\) € K[\
definido como:

Pa(N\) = det(A — )

P4(X) € K[\ es un polinomio en la indeterminada A, con coeficientes en K y de
grado n.

Pa(X) = det(A — \)
= (a11 = A)(aga = A) .. (@pn — A) + . ..
= (=1)"\" + (_1)n_1[a11 +agy + -+ a,m])\"_l + ...
= (=1)"A\"+ (=1)" (AN + -+ det(A)

Definicién 1.8 (Valores propios). Sea A € M,,(K). Los valores propios de A son
las raices de Pa(\) y hay como méximo n raices.

Observacion. Si la matriz es triangular, los valores propios son los elementos de la
diagonal principal.

Proposicion 1.4. Dos matrices semejantes tienen el mismo polinomio caracteristi-
co.
Sean A, B € M,(K)
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Demostracion.
Pp(A\) = det(B — M) = det(P~'AP — AP'IP)
= det(P~ A — M| P) = det(A — \I)
= P4())

Ejercicio. Demostrar lo siguiente:

Pi(\) = Pg(\) % A~ B

a b
=(00)
Calculamos en primer lugar el polinomio caracterisico de A.

a— A\ b
d—\

Sea la matriz A € Ms(R).

PA(\) = det(A — \I) =

‘:(a—)\)(d—A)—bc
=X\ —(a+d)X\+ad— be

Para demostrar lo pedido, se busca un contraejemplo. Sean Las matrices B, C' €

Ms(R).
s=(01) o=(o1)

El polinomio caracteristico de ambas es:
Pp(\) = Pc(A) =X =22+ 1= (A —1)*

No obstante, B y C' no son semejantes, ya que la primera representa la aplicacion
Identidad mientras que la segunda no. Por tanto, representan distintos endomorfis-
mos. [

Teorema 1.5. Sea V' un espacio vectorial de dimension n y sea f € End(V).
Tenemos que la aplicacion

End(V) —s M,(K)
fr— M(f,B)

es un isomorfismo.
Proposicién 1.6. Sean A, B € M, (K)
A ~ B <= Representan el mismo f

Definicién 1.9. El polinomio caracteristico de un endomorfismo f € End(V') que
tiene como matriz asociada A € M,,(K) se define como:

Py(A) = Pa(\)
= (— )"\ + (1) (A 4+ det(f)

8



Geometria 11 1. Diagonalizaciéon de Endomorfismos

Observacion. Como recuerdo, |f| = 0 <= ker(f) # {0} <= ff~!

Ejemplo. Sean A;, A, A3 € M3(R).

121 10 1 3 —6 6
A= 20 2 A= 1 2 3 As=10 1 2
121 11 -1 2 —6 3

. Son semejantes?
= Opcion 1 PB = AP, buscar el valor de P y comprobar que es regular.

= Opcién 2 Usando las propiedades de las matrices semejantes.

(A Ay Ay
tr(A) | 2 2 7 |A=A; AN Ay~ As
det(A) | 0 —6 x | A = Ay
PyA) | x  x X

Tabla 1.1: Resolucién del ejemplo usando la opcion 2
Definicién 1.10 (Multiplicidad algebraica). Sea el polinomio P()) y sea Ay una
raiz de P()). Se define la multiplicidad algebraica de Ay como:
méx{k € N | (A — \o)¥ divide a P()\)}
Teorema 1.7 (Teorema Fundamental del Algebra). Todo polinomio P()\) € C[)]

con coeficientes en C y de grado n tiene exactamente n raices complejas contadas
con multiplicidad algebraica.

Sean Ay, ..., \x € C las raices complejas y sean myq, ..., mi € N sus multiplici-
dades. Entonces, el polinomio factoriza como:

PA) =aA=X)™ ... (A= Xp)™
siendo a € C el coeficiente lider del polinomio. Ademds,
grd(P) =n=mqy+---+my
Teorema 1.8. Sea P(\) € R[A] un polinomio real con coeficientes en R y de grado

n. Sean M\, ..., \x € R las raices reales y sean my, ..., mi € N sus multiplicidades
algebraicas. Entonces, el polinomio factoriza como:

PA) = A =2A)™ . (A= X)™ - Q(A)
siendo Q(X) € R[A] un polinomio real sin raices reales. Ademds,
grd(P)=n>my+--- +my
Ejemplo. Ejemplos de polinomios reales con distinto niimero de raices.
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= grd(P()\)

Ly

X

P(\) = az® + bz

f(x)

+c a,b,ce R

/N

A

(a) Sin raices

(b) Una raiz

(c) Dos raices

Figura 1.1: Ejemplos de las raices de un polinomio de grado 2

= grd(P()\) par)

Puede tener o no raices reales.

Figura 1.2: Ejemplos de las raice

» grd(P(\) impar)

linomio.

P()) tiene, al

[\

s de un polinomio de grado par.

menos, una raiz real?. Dependerd del po-

o [ N

-2 1

Figura 1.3: Ejemplos de las raices
Ejercicio. Sean A, B,C,D € M,(K) | A
de:

1. #(A+C)~(B+ D)

2. & AC ~ BD

Y

de un polinomio de grado impar.

~ B A C ~ D. Demostrar la falsedad

2Los polinomios son funciones continuas en R, y sus limites en +oco tienen valores consignos

opuestos. Por tanto, por el Teorema de Bolzano,

tendrd al menos una raiz real.
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Sean los valores de A, B, C, D las siguientes matrices:
2 4 -2 0 11 3 1
=(50) o= (FE) e (1) = (5 )
1 2
AwB,yaquePB:AP,conP:(O 1).

C’ND,yaqueQD:C’Q,conQ:<; (1))

1. Los valores de A+ cy B+ D son:

3 5 1 1
tee(23) ena( ], 1)

Como se ve, (A+c) = (B+ D), pues —7=|A+C| # |B+ D| =5. ]
2. Los valores de Ac y BD son:

2 6 —6 -2
AC_(Q 2) BD_(—lO —2)
Como podemos ver, AC' = BD, ya que 4 = tr(AC) # tr(BD) = —8. ]

Definicién 1.11. Sea f € End(V). Los valores propios de un endomorfismo f son
las raices de su polinomio caracteristico.

Proposicién 1.9. Todo endormorfismo f € End(V') con dimension de V impar
tendrd al menos un valor propio real.

Demostracion. Tenemos que su polinomio de caracteristico es de grado 3, y por el
Teorema Fundamental del Algebra tiene al menos una raiz real. O]

Definicién 1.12. Sea Ay € K — {0}. EL subespacio propio asociado a A se define
como:

Vie ={v eV | [f(v) = Av}
Los elementos v € V), se denominan vectores propios.
Proposicién 1.10. )\, € K es un valor propio <= Jv € V. — {0} | f(v) = Aov
Demostracion. Sea \g € K,
eV —{0}| flv) =Av <= Jx € K" — {0} | Az = Aoz
— Jr eK"—={0} | (A= Xl)z =0
LA xIl =0
<= Py(N\) =0 <= Pr(\) =0
<= )¢ es una raiz del polinomio caracteristico de f o A

<= )¢ es un valor propio.

Donde en (%) se ha aplicado que si fuese |A — A\oI| # 0, entonces el endomorfismo
con matriz asociada A — ¢l seria biyectivo, por lo que z seria 0.

[]
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Observacidn. 0 es un valor propio <= ker(f) # {0}

Definicién 1.13 (Multiplicidad geométrica). Se define la multiplicidad geométrica
de Ao como la dimensién de V.

Como consecuencia de dichas definiciones, se cumplen las siguientes propiedades:
= )\, A\; valores propios distintos = V), NV}, = {0}
= SiBy,...,B,son bases de Vy,,...,V\, = By U---UDB, es lin. independiente.

= Sea Ay un valor propio y se considera su multiplicidad algebraica m y su
multiplicidad geométrica dimV),. Se cumple:

1 <m, dimVy, <n

Lema 1.11. Sea Ao un valor propio del endomorfismo f. Se cumple:
Multiplicidad geométrica < Multiplicidad algebraica

Demostracion. Sea ng = dimV), la multiplicidad geométrica. Sea m( la multiplici-
dad algebraica. Se pide demostrar que ng < my.
Sea By, = {e1,...,ey,} base de V),. Ampliamos dicha base a B base de V,

B={e1, ... ,€nys€nyt1,---,€n}. Debido a la eleccion de las bases, obtenemos que

A= (s = (A5 )

El polinomio caracteristico de f es, por tanto, el siguiente:

Py = [ Lol Bl — - ey

donde se han empleado propiedades de los determinantes de matrices por cajas®.
Queda demostrado asi que A divide al polinomio P; al menos ng veces, aunque
podria dividirlo mas veces.

Se demuestra asi que ng < my. O

1.3. Suma Directa

Definicién 1.14. Sean Vi™,... V"™ C V" subespacios vectoriales. Se define la
suma de subespacios como:

V1—|—~~~+Vk:{v1+...vke\/|viEVi}DVi
En el cao de que By, ..., By sean bases de V,

By U---U B es un sistema de generadores de la suma.

3http://wpd.ugr.es/~jperez/wordpress/wp-content/uploads/
determinante-por-cajas.pdf
Propiedad de las matrices por cajas donde uno de los miembros es 0.
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Proposicién 1.12. Sean Vi"',... V" C V" subespacios vectoriales.
Vi+ .-+ Vi es el menor subespacio que contiene a los V.

Proposicién 1.13. Sean Vi"',... V" C V" subespacios vectoriales.
dim(V; + -4+ Vi) <dimV; 4+ --- + dim V},

Definicién 1.15. Sean Vi", ... V"™ C V" subespacios vectoriales. Decimos que
Vi+ .-+ Vj es suma directa, y lo notamos como

Vio---dVy
si y solo si:
s B3, U---UB; es base de la suma.
o dim(Vi+---+ V) =dimVy + - +dim V,
» Siv €V, i=1,....n|luu+- 4y, =0=vy=v3=---=0

Teorema 1.14. Si f € End(V™*(K)) con A1,..., \; valores propios distintos, en-
tonces Vy, +--- 4+ V), es suma directa.

Demostracion. Se demuestra por induccién sobre k.
» Para k£ =1 Es trivial.

» Parak =2
Sabemos que V), NV, = {0} = V), @ V), es suma directa de V), y Vj,.

= Supuesto cierto para k — 1, comprobemos para k
Seanv; € Vy, 1=1,...,kt.q.

vy A =0 (1.1)

Aplico f y obtengo
/\1’01 —f— s —|— )\kvk = 0 (12)

Multiplico la ecuacién 1.1 por A y obtengo

/\1’01 + -+ )\ﬂ)k =0 (13)

Restando las ecuaciones 1.2 y 1.3,

()\2—)\1)U2+"'+(>\k—)\1)20

Como los valores propios son distintos, A\; — A\ #0 ¢ = 2,... k. Usando la
hipodtesis de induccién, vo = --- = v, = 0 = vy = 0, quedando asi también
demostrado para k.

[]
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1.4. Diagonalizacion

Definicién 1.16. Decimos que f € End(V) es diagonalizable si tiene una base de
vectores propios.

Definicién 1.17. Decimos que la matriz A € M, (K) es diagonalizable si A es
semejante a una matriz diagonal.

A diagonalizable <= 3D € M,(K) | A~ D
<= 3P € M, (K) regular | P"*AP = D, con D diagonal.

Teorema 1.15 (Teorema fundamental de la diagonalizacién). Sea f € End(V (K))
un endomorfismo. Entonces son equivalentes:

1. f es diagonalizable

2. Ps(X) tiene n raices en K contadas con multiplicidad algebraica y, ademds, la
multiplicidad algebraica m; coincide con la multiplicidad geométrica n; Vi =

1.k

k

L E m; =n

i=1
B N; =1, VZ:L,]{?

Demostracion. Se hace mediante doble implicacion:

1) = 2) Como f es diagonalizable, 35 base de V formada por vectores propios.
Es decir, se obtiene B = By U --- U By. Por tanto, V =V, @ --- ® V), y por
tanto,

dimV = dim(Vy,) + -+ + dim(Vy, ) => n=ny + - - + ny,

Ademads, como m; <n; Yi—=n=n1+---+n, <my+---+my <n. Por
tanto, forzosamente:

n,=m; Yi=1,... k mi+---+mp=mn
verificando por tanto las condiciones del enunciado.

2) = 1) Queremos ver que hay una base B de V' de vectores propios.
Tomamos By, ..., By bases en Vy,,..., V), . Veamos que B=B; U - U B.
Sabemos que B es una base de V), @ --- @ V.

Usando las condiciones del teorema, |B| =mny + - +ng =mq +---+my = n.
Por tanto, V), ®---® V), =V, por lo que hay una base de vectores propios y
f es diagonalizable.

]

Corolario 1.15.1. Sea A € M,,(K). Si Po(\) tiene n raices distintas (m; = 1 Vi)
= A es diagonalizable.

14
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Ejemplo. Sea A € M,(R). Estudiar si es o no diagonalizable y diagonalizarla
cuando lo sea.

1 2
cae ()

Obtenemos su polinomio caracteristico:

Pa(X) = N — tr(A)\ + det(A)
=M - A+2

Como A =1 —8 < 0 = No tiene raices en R. Por tanto, no hay valores
propios ni vectores propios, por lo que NO es diagonalizable.

1 0
2an (100

Su polinomio caracteristico es P4(\) = A2 — 3\ + 2, y sus valores propios
son {1,2}. Por el corolario del teorema fundamental de diagonalizacién, SI es
diagonalizable.

Para diagonalizarla, es necesario encontrar D, P € My(R), con P regular y D
diagonal, t.q. P~'AP = D.

Calculamos en primer lugar los subespacios propios:

Vi = {( >ER2|(A 1)@) 0}
) e (A ) ()~
~{(0) emimmen—af=c({(1)})
w{ () emiasan () —of
-{(5) == (30)(
:{<2)6R2|x1:0} r

Por tanto, una base de vectores propios es B = {

ne(38) o

Por tanto,

0 1
sas (01

4En la diagonal se colocan los valores propios.
5En las columnas se colocan los vectores de la base de vectores propios.
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Su polinomio caracteristico es Pa(A) = A2 —2A +1 = (A — 1)?, y su valor
propios es Ay = 1 con multiplicidad algebraica m; = 2.

Calculamos el subespacio propio:

={(1) e aen(z) o
(e (2 ()
() e e £({())

Por tanto, n; = dimV; = 1. Como ny = 1 # 2 = my, por el Teorema Funda-
mental de la Diagonalizacién, A NO es diagonalizable.

Ejemplo. Ejemlos de matrices A € M3(K) diagonalizables o no con valor propio
a € Ky multiplicidad algebréaica m, = 2.

= Si es diagonalizable

= No es diagonalizable

Su polinomio caracterfstico es P4(\) = A? — 2a\ + a* = (A — a)*.

El subespacio propio es V, = {z € K? | 3 = 0}, por lo que la multiplicidad
geométrica es n, = 1, por lo que no es diagonalizable.

1.5. Teorema de Cayley-Hamilton

Es facil ver que, al igual que trabajamos con = € R, se pueden evaluar polinomios
en matrices, sabiendo que A° = I.

P(A):amAm+...a1A+aol

Al igual que, para x € R, tenemos los binomios notables, también se dan para
matrices. Al igual que 2% — 1 = (x + 1)(z — 1),

A—T=(A+D(A-1)

Lema 1.16. Sea P € M, (K) regular y sea A € M, (K). Dada B € M, (K) | A ~
B,

B* = (PT'AP)* = P7'A*P

Demostracion. Se demuestra por induccion.
Para k = 2,
B*= (P 'AP)* = P'APP'AP = P'A*P

16
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Corolario 1.16.1.
p(P~'AP) = P 'p(A)P

Lema 1.17. Sea A € M,,(K) dada por:

_ [ A A
= (o)

con Ay, As cuadradas. Se comprueba que:

Ak | B
kE 1 k
A‘(%o As)

Demostracion. Se demuestra por induccion.
Para k = 2,
42 — Al‘Ag Al‘Ag _ A?| B
0 | A 0 | A4 0 | A3

Corolario 1.17.1.

p(A) = ( p(gh) p(i) )

Teorema 1.18 (Teorema de Cayley-Hamilton). Sea A € M,,(K).

Pi(A) =0

Demostracion. Puedo suponer K = C, ya que R C C. Demostramos el teorema por
induccion sobre n.

s Paran=1:

Sea A = (a).Ademés, I, = (1).
Ps(A) = |A — Al| = det((a) — (a)) = det(0) =0
= Supuesto cierto para n — 1, lo comprobamos para n:

I\ € C valor propio de A. Sea e; un vector propio. Amplio {e;} a una base
B de C". B={ey,...e}.

. A1 | As M| As
A es semejante a (ﬁ) En adelante, denotamos A = ( 04, ) ya

que demostrarlo para una matriz semejante es equivalente.

Po(N) = det ( WAL A ) (O — Ndet(Ay — AT = (O — NP ()

Por tanto, evaluando en A = A,

pan= s s - [(2h) - (o)} (20202

(o) (70 e) - (516) -

donde se ha aplicado la hipétesis de induccién para saber que P4, (A2) = 0. O
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Geometria 11 1. Diagonalizaciéon de Endomorfismos

Proposicién 1.19. Sea p(z) € K[z], y sea A € M,,(K). Entonces,
A diagonalizable = p(A) diagonalizable.

Observacion. Para comprobar que A ~ B, a las muy malas y como tltimo recurso,
se puede utilizar que:

A~B=—A—-I~B-1

1.6. Ejercicios

Los ejercicios resueltos del presente tema estan disponibles en la seccion 4.1.
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2. Formas bilineales simétricas y
formas cuadraticas.

2.1. Formas Bilineales
Definicién 2.1 (Forma bilineal). Sea V"(K) un espacio vectorial. La aplicacién
T:VxV-—K

es una forma bilineal si es lineal en cada variable. Es decir, para la primera variable
se ha de cumplir:

w T(uy + ug,v) = T(uy,v) + T(uz,v)
» T(Au,v) = AT (u,v)
Anélogamente para la segunda variable.
Ejemplo. Ejemplos de formas bilineales son:
1. T:Kx K — K dado por T'(x,y) = zy

2. El producto escalar
<, > K" x K" — K dado por < z,y >=x1y1 + - - - + TpYn

3. T:R" x R" — K dado por T'(z,y) = z1y2 — T21
Definicién 2.2. Una forma bilineal T': V' x V — K es simétrica si:
T(u,v) =T (v,u) Yu,v € K
También son denominadas métricas o tensores.

Definicién 2.3 (EVM). Un espacio vectorial métrico (EVM) es un par (V, g), donde
g es una métrica sobre V.

Teorema 2.1. Sea T una forma bilineal simétrica sobre V' (K) y sea B = {e1,...,e,}
base de V.

Entonces, la matriz A = (a;;) € Mu(K) donde a;; = T(e;,e;) determina de
forma biunivoca' la forma bilineal T

Dicha matriz se denota por A= M(T; B).

lde forma biyectiva
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Geometria 11 2. Formas bilineales simétricas y formas cuadraticas.

Demostracion. Sea u,v € V" dados por:
u=2x1€1 + -+ xpe, = (T1,...,%,)8

U:ylel+"'+yn€nz(yla"'ayn)B

Entonces,

T(u,v) =T (Z xi€;, Zyje]) = inij(ei, e;) = Zaijmiyj =
i j ij

v

Y1
= (x1,...,2p)A |
Yn
O
Lema 2.2. Sea T' una forma bilineal y sea A € M,,(K) su matriz asociada.
T es simétrica <= A= A"
Demostracion.
T es simétrica <= T'(e;,e;) =T(ej,€;) <= a;; = a;; <= A = AT
O
2.1.1. Congruencia de matrices
Teorema 2.3. Sea T una forma bilineal simétrica sobre V"(K) y sean B = {e1, ..., e,}

y B bases de V*(K). Sea P la matriz de cambio de base P = M(B; B). Sean también
A=M(T,B) y A= M(T,B). Entonces:

A= P'AP

Demostracion. Sea u,v € V,y sea u = x5 =Tg, v = yg = yz. Lengo que:

Entonces: B B
g(u,v) = 2" Ay = T'P'APj = #'Ajj = A = P'AP

O

Definicién 2.4 (Congruencia de matrices). Dos matrices A, B € M,,(K) se dicen
congruentes si 3P € M,,(K) regular t.q.:

A= P'BP
Lema 2.4. Sean dos matrices A, B € M,(K) congruentes. Entonces:

A, B congruentes = rg(A) = rg(B)
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Geometria 11 2. Formas bilineales simétricas y formas cuadraticas.

Ejemplo. La matriz asociada al producto escalar es:
M(<,>,B,)=1d

Observacion. Sean Aj, Ay € S, (R). Supongamos A; congruente a As.
Veamos qué ocurre con la traza:

tT‘(AQ) = tT(PtAlp) = tT(AlptP)

Por tanto, no tienen la misma traza.
Veamos qué ocurre con el determinante:

| Aa| = [P||P"||As| = [P*|A4]

Por tanto, podemos ver que el signo del determinante es un invariante, es decir, no
cambia.

También es un invariante el numero de 1 en la matriz asociada a la base de
Sylvester.

k=max{dimU | U C V sub. vectorial A gy def. positiva}
Proposicién 2.5. ~, es una relacion de equivalencia en M,,(K).
Demostracion. Demostramos las tres condiciones:
» A~, A yaque A=TIAI
» An, B= A=P'BP = B= (P YAP'= B~,A
= Supongamos A ~, By B ~, C:
{ A~.B }:{ A=P'BP }:>
B~.C B =Q'CQ

— A= P'Q'CQP = (QP)'C(QP) = A ~, C

]

2.1.2. Tipos de Métricas

Definiciéon 2.5. El nicleo de T se define como:
Ker(T)={ueV |T(u,v)=0 YveV}
El ntcleo de T' es un subespacio vectorial de V', y su nulidad se define como:
Nul(T) = dim Ker(T)
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Geometria 11 2. Formas bilineales simétricas y formas cuadraticas.

Anélogamente, el ntcleo se define como:

Ker(T)={ueV |T(u,v)=0 YveV}

;

Y1 Y1
= (T1,...,xn) €V | (21,...,x0)A | =0 V| : eV
Yn Yn
={(z1,...,2,) €V | (21,...,2,)A =0}
( T 1 0
= Ll eVIAL | =
Tn Tn 0

\

Proposicion 2.6. Sea T' una métrica y sea A la matriz asociada a T en determinada
base. Entonces,
Nul(T) =n —rg(A)

Demostracion. Tenemos que:

T T 0

Ker(T) = o leVIiAl | =

Es decir,

dim Ker(T) = Nul(T') = n — num. ecuaciones lin. indep. = n — rg(A)

Definicién 2.6. La forma bilineal 7" se dice que no es degenerada si
Ker(T) = {0} <= A es regular
Anélogamente,
T es degenerada <= Ker(T) # {0} <= A es singular
Definicién 2.7. Sea u € V. Se define el subespacio conjugado (o ortogonal) como:
<u>t={veV|T(uv)=0}
Hay dos posibilidades:
» < u >7T es un hiperplano
» <u>t=V <= ue Ker(T)
Definicién 2.8. Sea (V, g) e.v. métrico. Decimos que g es definida positiva si:
glv,v) >0  YveV —{0}
Definicién 2.9. Sea (V, g) e.v. métrico. Decimos que g es definida negativa si:

gv,v) <0  YveV —{0}
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Geometria 11 2. Formas bilineales simétricas y formas cuadraticas.

Definicién 2.10. Sea (V, g) e.v. métrico. Decimos que g es semidefinida positiva si:
glv,v) 20 Yo eV —{0}

Definicién 2.11. Sea (V, g) e.v. métrico. Decimos que g es semidefinida negativa
si:

g(v,v) <0 Yo eV —{0}
Definicién 2.12. Sea (V, g) e.v. métrico. Decimos que g es indefinida si:
J,w eV |gv,v)>0 A glw,w) <0
Definicién 2.13. Sea u,v € V. Decimos que u, v son conjugados (ortogonales) si:
T(u,v) =0

Observacion. Sea (V,g) un espacio vectorial métrico real. Si se tiene v € V |
g(v,v) = 0, entonces tenemos:

» g definida positiva/negativa = v = 0.
» g semidefinida positiva/negativa = v € Ker(g).
= g no degenerada e indefinida = No se sabe.

Ejemplo de esto tltimo es la métrica cuya matriz asociada es < 1 >,

donde, para v = (1, 1), tenemos que g(v,v) = 0.

2.2. Teorema de Sylvester

Lema 2.7. Dado T forma bilineal con k = Nul(T), entonces existe una base B de
V t.q.

Onxn—k‘ ‘ Ok

con Ay reqular.

Demostracion. Sea {e,_gi1,...,e,} base de Ker(T). Ampliamos dicha base a B
base de V, con B = {e1,...,€n g €n_ki1,---,€n} base de V.

0 = Tles e) = 0 sie € Ker(T)
N RIS Q5 si €i¢K6T(T):>A1

Aj es regular porque
rg(A) =n—k

Proposicién 2.8. Sea T una forma bilineal simétrica.
T(u,u) =0Vu =T =0
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Geometria 11 2. Formas bilineales simétricas y formas cuadraticas.

Demostracion. Sea u,v € V.
Tu+v,u+v)=0=Tla) + 2T (u,v) + Lt =0 = T(u,v) =0=T=0
]

Teorema 2.9. Sea V' un espacio vectorial y T una forma bilineal simétrica no
degenerada. Entonces, existe una base B de V t.q.

ai
M(T;B) = con a; # 0 V1

Qn,
Demostracion. Demostramos por induccion sobre n.

= Paran=1
Se cumple, ya que toda matriz de dimensién 1 es diagonal.

= Supuesto cierto para n — 1, lo demuestro para n

Tomo e; # 0 t.q. T(e;,e;) # 02 Tomo < e; >1= U hiperplano, ya que
e1 & Ker(T).
Tomamos ahora la forma bilineal simétrica Tj;; sobre U. Esta es no degenerada,

y veamoslo mediante reduccién al aburdo.

Supongamos que es degenerada, es decir, Ker(Tjy) # {0}. Entonces existirfa
veU—{0} | T(v,w) Yw € U. Ademés, como v € U, sabemos que T'(v, e1) = 0.
Por tanto, v es ortogonal a todos los vectores de V', por lo que v € Ker(T).
Pero T es no degenerada, por lo que llegamos a una contradiccion.

Por tanto, Tjyy es una forma bilineal simétrica no degenerada, y U tiene di-
mension n — 1. Por hipétesis de induccion, existe una base B’ de U t.q.
aq
M(Tyy;B') = cona; Z0Vi=1,...,n—1

Qp—1

Sea B base de V' de la forma B = B U {e; }.

aq 0
M(T;B) = . 0 cona; #0Vi=1,...,n
n—1
0 0 |an

donde a,, # 0 por eleccion de e; y el resto de los coeficientes de la columna y
fila Gltimos son nulos porque B’ son ortogonales a e;.

]

2Este existe VT # 0. Para T = 0, se sabe que es cierto.
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Geometria 11 2. Formas bilineales simétricas y formas cuadraticas.

Proposicién 2.10. Sea (V,g) espacio vectorial métrico. Si g es no degenerada,
entonces:

» K=C:

3B base de V| M(g; B) =

Demostracion. Cambiamos los vectores de la proposicién anterior (suponga-

g(enaen)

mos B’ = {ey,...,e,}) por B= {61 . m,...,en . ;} y obtenemos

la matriz pedida.

» K=R:

3B base de V | M(g; B) =

—1

Demostracion. Cambiamos los vectores de la proposicién anterior (suponga-
mos B’ = {ey,...,e,}) por:

1

® ¢ si g(ei,e1) >0
g(e1,e1)
o6 ——— si g(ei,er) <0
lg(er,e1)]
y obtenemos la matriz buscada. O

Proposicién 2.11. Sea (V"(K),g) e.v. métrico. Sea U C V subespacio vectorial
t.q. V=U® Ker(g). Entonces gy es no degenerada.

Demostracion. Denotamos por k = dim Ker(g) = Nul(g) =n — rg(A).
Sea {e1,...,er} base de Ker(g) v By = {ex+1,...,e,} base de U. Entonces
B ={ei,... e €xt1,-..,6,} €s una base de V. Debido a la suma directa, tenemos

que:
0 0
A=l 5) = (50

Sabemos que rg(B) =rg(A) =n — k = B es regular.
Como M (g;y; Bu) = By B es regular, entonces gy es no degenerada. O]

Definicién 2.14 (Indice). Sea (V, g) espacio vectorial métrico. Definimos el indice
de g como la cantidad de negativos en la diagonal de la matriz asociada a ¢ al
diagonalizar la métrica.

Se denota como Ind(g).
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Geometria 11 2. Formas bilineales simétricas y formas cuadraticas.

Definicién 2.15 (Indice Estrella). Sea (V,g) espacio vectorial métrico. Definimos
el indice estrella de g como:

Ind*(g) = max{dim U | U C V sub. vectorial A gy def. negativa}
Proposicién 2.12. Sea (V, g) e.v. métrico.

Ind’(g) = Ind(g)

Corolario 2.12.1. Sea (V, g) espacio vectorial métrico. Sea k la cantidad de nega-
tivos en la diagonal de la matriz asociada a g al diagonalizar la métrica. Entonces:

k=méx{dimU | U C V sub. vectorial A gy def. positiva}

Demostracion. Se puede demostrar a partir del la proposicién anterior haciendo uso
de —g. O

Teorema 2.13 (Teorema de Sylvester). Sea T una forma bilineal simétrica sobre
V™(K). Entonces eziste una base B de V tal que:

» Caso complejo:

0
. .k
M(T,B) = 0 : donde { f : 7{\;%,(5)
| 1
Demostracion. Sea {eq,..., e} base de Ker(T'). Amplio dicha base a una base

de V. Sea B={e1,...,€k €ri1,---,€n}

Sea U = L({ex+1,en}). Como Ud Ker(g) =V, entonces gy es no degenerada.

Como gy es no degenerada, entonces 38" = {e},,...,e,} base de U t.q.
M(gv;B) =1.
Por tanto, sea B = {e1,..., ek, €1, ..., €, }. Tenemos que
0
k
R — 0 k= Nul(T)
M(g; B) = 1 donde { r — rg(T)
1
[
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Geometria 11

2. Formas bilineales simétricas y formas cuadraticas.

» Caso real:

M(T, B)

donde

r = Nul(T)
(s,t) signatura
t = indice
r+s+t=n

-1

Corolario 2.13.1. Sea A € S(K) = 3P € M, (K) regular tal que:
» K=C:

P'AP =

P'AP =

0

Definicién 2.16 (Signatura). Sea (V) g) espacio vectorial métrico. Se define la sig-
natura de g como (¢, s), donde:

t =nimero de 1 en la matriz de Sylvester
s = Ind(g)

Ejemplo. Sea K = C. Sea el espacio vectorial métrico (C?, g) Encontrar la base de
Sylvester de la métrica g, sabiendo que

11
a-argB) = (1)
Sea B la base de Sylvester. Como rg(A) =1,
1
)= ()
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Geometria 11 2. Formas bilineales simétricas y formas cuadraticas.

Calculo en primer lugar una base del niucleo.

Ker(f) = £{(1,=1)}
Obtenemos una base de C% B = {(1,0), (1,—1)}

B = (o )

Ejemplo. Sea K = C. Sea el espacio vectorial métrico (C3, g) Encontrar la base de
Sylvester de la métrica g, sabiendo que

011
A=M(¢g;B,)=| 1 0 1
110
Sea B la base de Sylvester. Como rg(A) = 3,
1
M(g; B) = 1 =1

Busco é; € C? de cuadrado no nulo.

e = (1,1,0) - g(€1,€_1> =2 7£ 0

<& >"={2eC|alz =0} ={2e€C®| 1 +ay+ 223 =0}

Busco é;, €< é; >T de cuadrado no nulo.
€y = (1, —1,0) — 9(6_2,6_2) = -2 7é 0
<é&>"={2eC|alAz=0}={2eC®| —a1+ 2, =0}
Busco €3 €< é >T N < éy >T.
€3 = (1, 1, —1) — g(ég, 673) = -2 7& 0

Por tanto, sea B = {¢é1, €&, 3}

La base de Sylvester es:

B— {i o i}
V2 V=2 /2
Teorema 2.14. Sea A € S,,(R).

A es def. positiva <= Todos sus menores principales son positivos
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Geometria 11 2. Formas bilineales simétricas y formas cuadraticas.

Demostracion. Procedemos mediante doble implicacion:

— | Suponemos A definida positiva.
Sea g una métrica tal que A = M (g, B) para B = {ej,...,e,} base de V.
Sabemos que, dado U C V subespacio vectorial = g;; definida positiva.
Sea k € {1,...,n} fijo. U = L{ey, ..., ex}. Tenemos que

ay; ... Qg
M(Q\U§ {en, . en}) =
arr ... Qgk
Como gy es definida positiva, entonces [M (g ; {e1, ..., ex})| es positivo. Co-
mo esto es cierto Vk = 1,...,n, entonces todos los menores principales son

positivos.

<= | Suponemos que todos los menores principales son positivos.
Demostramos por induccién sobre n.
= Paran=1:
Se da, ya que el cuadrado de e; es positivo, por lo que es definida positiva.

= Supuesto cierto para n — 1, compruebo para n:

U= L{ey,...,e,_1}. Tenemos que

a1 cen A1,n—1
M(g|U;{€lv"'aen—1}): :

ap—11 .-+ QAp-1n-1

Por tanto, gy es definida positiva, ya que sé que todos sus menores

principales son positivos (hipdtesis de induccion).

Tomando B/, ; = {e},...,e,_;} la base de Sylvester de U, tenemos que:
1

M(Q\USB;L—O: =1
1

Ampliando B),_; a una base de V, tengo que B' = {¢},... e, _,, €.}
g(eh, 1) =0

Veamos si Je/, € V| : . Por tanto, busco un vector e/,
g(egw 6;1—1) =0

verificando n — 1 ecuaciones homogéneas. Por tanto, como sera un SCI,

existe solucién. Por tanto, existe ese vector e/, buscado.

Por tanto, €/, es ortogonal a todos los de B, ;. Ademés, e/, ¢ U3. Por
tanto, B’ es una base.

M(Q;B/) =

3Si e/, perteneciese a U, serfa el vector nulo.
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Para ver que es definida positiva, es necesario ver que a > 0. Como todos
los menores principales son no nulos, |M(g.B')| = a > 0. Por tanto, A es
definida positiva, ya que ambas matrices son congruentes.

]

Observacion. Cambiando filas y columnas con cuidado, podemos reordenar la base
escogida y, por tanto, facilitarnos los calculos.

Corolario 2.14.1. Sea A € S,(R).

Todos sus menores principales de orden par son positivos

A es def. negativa <= o . .
J- neg Todos sus menores principales de orden impar son negativos

Demostracion. Se demuestra haciendo uso de que g definida negativa <= —g defi-
nida positiva. O

2.3. Isometria

Definicién 2.17 (Isometria). Sean (V*(K),g1) v (V3*(K), g2) espacios vectoriales
métricos. Dado f : V} — V5 isomorfismo, decimos que es una isometria si:

gz(f(u), f(U)) - 91(U, U) \V/U, v e ‘/1
Luego una isometria es un isomorfismo en EVM que conserva las métricas.

Definicién 2.18. Dos EVM (V{*(K), ¢1) vy (V3*(K), g2) se dicen isométricos si
df . Vi — V, isometria.

Proposicién 2.15. Sean By, By base de Vi y Vs respectivamente; y sean
Ay =M(g1,B1) Az = M(g2,B)
Entonces:
Ay congruente a Ay <= (V1,q1), (Va, g2) son isométricos.
Demostracion. Procedemos mediante doble implicacion:

—) Suponemos A; ~, Ay, es decir, Ay = P'A,P.

X1 1

Sea u = : you=

Sea M(f; By, Bs) = P. Es un isomorfismo, ya que P es regular.

Las imagenes de u, v son:

T n
fluy=P| flv)y="r

Tn Yn
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Por tanto,
Y1
g(f(u), f(v) = f(u) Ao f(v) = (21, 20) P - A - P | 1 | =
Yn
hn
A=LAP (1, ..,z AL |
Yn

Y1
g(u,v) =u'Aw = (z1,...,2,) - Ay - |
Yn
Por tanto, tenemos que go(f (), f(v)) = g1(u, v), por lo que f es una isometria.
Por tanto, (V4, g1), (Va, g2) son isométricos.
<=) Suponemos (V1, 1), (Va, g2) isométricos.

Sea P = M(f; By, By) matriz regular, ya que es un isomorfismo.

I h
Sea u = : y v = : |. Calculamos en primer lugar f(u), f(v):
g Yn
I hn
flu)y="P = [f(w)]" = (z1,...,2,) P flo)=pr1| :
Tn Yn
Por tanto,
Y1
g1(u,v) = (z1,...,2,) A :
Yn
Y1
ga(f(w), f(v)) = [f(W)]' Ao f(v) = (21,...,2,) P' Ay P
Yn

Debido a la isometria, sabemos que go(f(u), f(v)) = g1(u,v). Por tanto, tene-
mos que A; = P'A,P = A; es congruente a As.

]

2.4. Formas Cuadraticas

Definicién 2.19 (Forma Cuadritica). Sea V"™(K) espacio vectorial, y sea F' : V" —
K. Decimos que F' es una forma cuadratica si, al verla en coordenadas:

F(zy,...,z,) = E a;jx;x; para cierto a;; € K

1]
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Proposicion 2.16. Las formas cuadrdticas son un tipo de métrica.

Demostracion.
o . T
2 .
F _ o % a22 . . _ tA
(T1, ... xy) = a;jxi; = (1, ..., %) : . . : = o' Ax
i.j : R T
ain a "
B g
Como podemos ver, A es simétrica. n

Teorema 2.17 (Expresién reducida). Sea V*(K) y F una forma cuadrdtica. En-
tonces, AB en la que F' se calcula de la siguiente forma:

_ 2 2 2 2
Floy, ... xp) =ai + -+, — x5 — X,

donde r es la cantidad de 1 del teorema de Sylvester y s es el indice.
A esta forma se le denomina la expresion reducia de F.

2.5. Ejercicios

Los ejercicios resueltos del presente tema estan disponibles en la seccién 4.2.
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3. Espacios Vectoriales Euclideos.

3.1. Espacio Vectorial Euclideo

Definicién 3.1. Un espacio vectorial euclideo es un espacio vectorial real con una
métrica g definida positiva, denominada métrica euclidea.

(V™(R),9)

Ejemplo. (R", <,>) con < z,y > = x1y; + -+ + TpY, €s un espacio vectorial
euclideo.

Proposicién 3.1. Todos los espacios métricos de dimension n son isométricos.

3.1.1. Ortogonalidad

Definicién 3.2 (Vector Unitario). Dado (V,g) EVME, decimos que v € V' es uni-
tario si g(v,v) = 1.

Definicién 3.3. Dos vectores u,v € V son ortogonales si g(u,v) =0
ulv<=g(u,v) =0

Definicién 3.4 (Base Ortogonal). Decimos que B es una base ortogonal si todos
los vectores son ortogonales dos a dos. Es decir,

Definicién 3.5 (Base Ortonormal). Decimos que B es una base ortonormal si es
una base ortogonal formada por vectores unitarios. Como consecuencia se tiene que:

M(g,B)=1

Observacion. Como corolario del Teorema de Sylvester, en un EVME, existen siem-
pre bases ortonormales.

Definicién 3.6. Dos subespacios vectoriales U, W C V son ortogonales si:
UlW-<«—=gu,w)=0 YueUVweW
Proposicion 3.2. Sean dos subespacios vectoriales U;W C V' ortogonales:

ULW=UnW = {0}
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Definicién 3.7. Sea U C V subespacio vectorial.
Ut ={veV|gluv)=0VucU}

Proposicién 3.3. Sea U C V' subespacio vectorial. Sea By = {ey,...,er} base de
U. Entonces:
dimU*" =n—k=n—dimU

Demostracion.
Ut={veV|glve)=0Vi=1,...k}

Por tanto, dim U+ = n — n? ecuaciones lLind = n — k O]
Proposicion 3.4. Sea U C V subespacio vectorial. Entonces:
V=UaU"
Demostracion. Tenemos que U N U+ = {0}. Ademds, tenemos que n = dim U +
dmUt = U+ U+ =V.

Por tanto, tenemos que:
V=UesU"

]

Proposicién 3.5. Sea (V",g) EVME. Sea B = {ey,...,e,} base ortonormal. En-
tonces, dado v = x1e1 + - - - + xpe,, tenemos que:

x; = g(e;,v) i=1,...,n
Demostracion. Tenemos que, dado v = z1e1 + - - - + x,€,,
glei,v) =x1g9(es,eq) + - -+ xiglei, e) + ... xng(es, en)
Como es una base ortogonal, tenemos que:
glei,v) = xig(e;, e;)
Como ademds es ortonormal, tenemos que g(e;, v) = x;. O

Proposicién 3.6. Sea (V",g) EVME. Sean u,v € V — {0} | u L v. Entonces, u,v
son linealmente independientes.

Demostracion. Establecemos una combinacién lineal au + bv = 0.
Como son perpendiculares, g(u,v) = 0. Entonces,

0= g(au+bv,v) = Mo+bg(v,v):bg(v,v):>b:0
O:g(au+bv,u):ag(u,u)—l—bMO:ag(u,u):>a:0

Entonces, tenemos que a = b = 0, por lo que tenemos que u,v son linelmente
independientes. O
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3.2. Endomorfismos autoadjuntos

Definicién 3.8 (End. Autoadjuntos). Dado f € End(V'), tenemos que f es un
endomorfismo autoadjunto si:

g(f(u),v) = g(u, f(v)) Yu,veV

Proposicién 3.7. Sea f un endomorfismo autoadjunto. Dada B una base ortonor-
mal de V', entonces tenemos que

A= M(f;B) € Su(R)

I Y1
Demostracion. Sea u = : LU= : |. Como B es una base ortonormal,
Ty Yn
M(g,B) = I,.
Tenemos que:
Y1
G(F(w),v) = F)Lw = (2, .., z) A |
Yn
Y1
9(u, f(v)) = u' L f(v) = (21, ... z) A |
Yn

Como f es un endomorfismo autoadjunto, g(f(u),v) = g(u, f(v)). Por tanto,

A=A O

Lema 3.8. La suma de endomorfismos autoadjuntos es un endomorfismo autoad-
Junto.

Lema 3.9. La combinacion lineal de endomorfismos autoadjuntos es un endomor-
fismo autoadjunto.

Observacion. La composicion de endomorfismos autoadjuntos NO tiene por qué ser
un endomorfismo autoadjunto.

Proposicién 3.10. Sea f un endomorfismo autoadjunto. Dado U C V' subespacio
vectorial tal que f(U) C U, entonces:

fuh)cut

Demostracién. Sea v € UL, y sea w € U.

Tenemos que ¢(f(v),w) = g(v, f(w)) por ser f endomorfismo autoadjunto.
Ademas, tenemos que g(v, f(w)) =0, ya que f(w) € Uy v e U™,

Por tanto, tenemos que g(f(v),w) = 0, por lo que f(v) € UL. Por tanto,

w)
Fw vt
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Corolario 3.10.1. Si A, Ay son valores propios distintos de f, entonces tenemos
que, para todo u € Uy,, v € V),

(A2 = A)g(u,v) =0

Lema 3.11. Dado (V?2,g) un plano vectorial euclideo y f € End(V) endomorfismo
autoadjunto, entonces tenemos que f es diagonalizable.

Demostracion. Al ser autoadjunto, su matriz es simétrica. Ademads, como es un
EVME, el cuerpo es R, por lo que

A € S5(R)

Ya se vio que todas las matrices simétricas de orden 2 reales son diagonalizables.
O

Lema 3.12. Dado (V", g) espacio vectorial euclideo y f € End(V) endomorfismo
autoadjunto. Entonces, [ tiene algin valor propio (real).

Demostracion. Por el Teorema Fundamental del Algebra, tenemos que f tiene n
valores propios complejos. Supongamos que f no tiene ningiin valor propio real, y
llegaremos a alguna contradiccion.

Tomamos B base ortonormal, y sea A = M(f,B) € S,(R).

Como no tiene valores propios reales, tendra valores propios complejos. Sea A € C
el valor propio complejo de A, es decir:

dzeC| Az =Xz

donde z € C para que haya parte compleja en ambas partes de la igualdad, ya
que A € S,(R). Sea A=a+ib, a,b e Ry z=2x+1y, z,y € R". Por tanto,

Az +iy) = (a + ib)(z + iy)
Igualando la parte real con parte real y parte compleja con parte compleja:

Ar =ax — by
Ay = bx + ay

Por tanto, dado U = L{z,y} C R" tenemos que Az, Ay € U.

Por tanto, como f(U) C U = fiy : U — U autoadjunto, ya que la restriccion
de un endomorfismo autadjunto es autoadjunto.

Por tanto, 1 < dimU < 2. Por ser Ay € S53(R) o Ay € S1(R), tenemos que fiyy
es diagonalizable. Es decir, fi; tiene valores propios que, como U C R"”, son reales.

No obstante, f no tiene valores propios reales, por lo que llegamos a una contra-
diccién.

Por tanto, f tiene algin valor propio real. O

Teorema 3.13. Todo f € End(V"™) endomorfismo autoadjunto admite una base
ortonormal de vectores propios; es decir, es diagonalizable.

Demostracion. Demuestro por induccién sobre la dimensién del espacio, n.
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s Paran=1:

Sabemos que todo endomorfismo autoadjunto tiene algiin valor propio real,
por lo que sea la base algin vector propio asociado a ese vector propio.

= Supuesto cierto para n — 1, lo demuestro para n.

Sabemos que f tiene algin valor propio A\; € R. Sea e; € V), (f) tal que
g(e1,e1) = 1. Este existe, ya que siempre podremos normalizarlo.

Ademss, f(L{e1}) C L{e;} = U = L{e;}* también es un invariante. Sabe-
mos que fiy : U — U es autoadjunto con dimension n — 1.

Por hipétesis de induccién, tenemos que I{es,...,e,} C U base ortonormal
de vectores propios de U que diagonalizan a f|y.

Por tanto, como L{e;} ® U = V, tenemos que {ey,es,...,€e,} es una base de
V' de vectores propios.

[]

3.2.1. Proyecciones y reflexiones ortogonales

Dado u € V, descomponemos u = u; + s, con u; € U, uy € Ut. Esta descom-
posicién es tnica al ser V =U @ U*.
Proyecciones

Definicién 3.9. Sea U C V subespacio vectorial, definimos la proyeccién sobre U
como:
py: V=V pu(v) = uy

De la definicién se deduce que:
Ker(py) = U™ Im(py) =U

Proposicion 3.14. Sea U C V' subespacio vectorial. La proyeccion sobre U, py es
un endomorfismo autoadjunto.

Proposicion 3.15. Sea U C V' subespacio vectorial. Los unicos valores propios de
pu son {1,0}.

Demostracion. Tenemos que Vi(py) = U y Vo(py) = U™,
Como Vi(py) @ Vo(py) =V, tenemos que no hay mas subespacios propios. [

Lema 3.16. Dado U C V subespacio vectorial,
pu+pyr =1d

Demostracion. Dado v € V, descomponemos u = u; + us, con u; € U, us € U™.
Esta descomposicién es tnica al ser V = U @ U*. Por tanto, tenemos:

(pv + pre)(w) = u +up = u = Id(u)
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Proposicién 3.17. Sea p € End(V, g) endomorfismo autoadjunto. Tenemos que:
p es una proyeccion ortogonal <= pop = p (idempotente)

Demostracion. Procedemos mediante doble implicacion

=) Sea p la proyeccion sobre el subespacio vectorial U.

Para todo u € V, tenemos que:
(pop)(u) =p(p(u) = p(ur) = ur = p(u)

<) Sea U = Im(p).

En primer lugar, veamos que, dado v € V, tenemos que p(v) L v — p(v):
9(p(v),v = p(v)) = g(p(v),v) = g(p(v), p(v)) = g(p(v), v) = g(p(p(v)),v) =
= 9(p(v),v) = g(p(v),v) = 0

donde he empleado que, por ser p un endomorfismo autoadjunto, tenemos que
9(p(v),p(v)) = g(p(p(v)),v).

Tenemos que Im(p) @ [Im(p)]*t = V. Sea v € V, y sabemos que v = p(v) +
v — p(v). Ademds, p(v) € Im(p), v — p(v) € [Im(p)]*+. Entonces:

p(v) = p(p(v) +v —pv)) = p(v) + p(v) — p(v) = p(v)

Tengo por tanto que pr, () es una proyeccion ortogonal.

Reflexiones o Simtrias

Definicién 3.10 (Reflexién o Simetria). Sea U C V subespacio vectorial, definimos
la reflexion o simetria sobre U como:

sy: V=V su(v) = up — uy
De la definicién se deduce lo siguiente:
Sy = Pu — Put SU:2pU—[d SyL = —Sy

Proposicion 3.18. Sea U C V' subespacio vectorial. Se tiene que sy es un endo-
morfismo autoadjunto.

Proposicion 3.19. Sea U C V' subespacio vectorial. Los unicos valores propios de
sy son {1,—1}.

Demostracién. Tenemos que Vi(sy) =U y V_1(sy) = Ut
Como Vi(sy) @ V_1(sy) = V, tenemos que no hay mas subespacios propios. []

Proposicién 3.20. Sea s € End(V') endomorfismo autoadjunto. Tenemos que:

s es una simetria <= sos = Id (involucion)
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Demostracion. Procedemos mediante doble implicacion

—>) Sea s la simetria sobre el subespacio vectorial U.

Para todo u € V, tenemos que:
(sos)(u) =s(s(u) =s(uy —ug) = ug +uy = u = Id(u)
<=) Por ser autoadjunto, tenemos que es diagonalizable. Veamos los posibles valo-
res propios. Sea v € V:
Av= = ITv=\v= \==+l1

Por tanto, tenemos que:

V=VieV,
Sea U = V;. Veamos que es una simetria.

s(v) = s(ug +u_y) = s(ur) + s(u_y) = ug — u_s

Por tanto, tenemos que sy, es una reflexién.

3.2.2. Matrices Ortogonales

Sea B, B’ dos bases ortonormales de (V, g) EVME, y sea P la matriz de cambio
de base.
Por ser ambas bases ortonormales, tenemos que:

M(g;B) =1 = M(g;B)

Por representar ambas bases la misma métrica respecto de bases distintas, tene-
mos que:

M(g; B) = M(B'; B)M (g; B') M (B; B')
Sabiendo que P es la matriz de cambio de base, tenemos que
M(g;B) = P'M(¢;B)P = [ = P'IP = P'P=]= P'= P!
Definicién 3.11 (Grupo Ortogonal). Definimos el grupo ortogonal como:
On)={PecM,R)|PP=I}={PecM,R)| P =P}

Observacion. Para A € O(n), tenemos que ser congruente y ser semejante es lo
mismo, ya que P! = P71,

Por tanto, tenemos la siguiente proposicion:
Proposicién 3.21. Sea P € M,(R). Son equivalentes:

1. P matriz de cambio de base de base ortonormal a base ortonormal

2. P€O(n)
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3. p~!=pt
4. Las columnas o filas de P son base ortonormal de (R™, (,)).

Corolario 3.21.1. Sean el espacio euclideo (V, g) con el endomorfismo autoadjunto
f € End(V). Entonces [ se puede diagonalizar con una base ortonormal.

Demostracion. Dadas B, B’ dos bases ortonormales de V. Sean A = M(f;B), y
D = M(f;B') diagonal. Sea P es la matriz de cambio de base, se tiene que:

D =P 'AP = P'AP

Corolario 3.21.2. Son equivalentes:
1. Sea A € S,,(R). Entonces, 3P € O(n) | PAP = D, con D diagonal.
2. Una matriz simétrica se puede diagonalizar usando una matriz ortogonal.

Proposicién 3.22. Dado A € O(n), se tiene que su determinante es +1, es decir,
AeOn) = |A|=+£1
Demostracién. Como A € O(n), se tiene que AA" = I. Por tanto,

1= 1] = [AA'] = |A||A"] = |AP = 1 = |4] = +1

3.3. Norma y angulos

3.3.1. Norma

Definicién 3.12 (Norma). Dado (V*(R), g) EVME, tenemos que la normadev € V'
se define como:

o]l = Vg(v,v)
Algunas propiedades son:
L. ||kv|| = k||v]|, para k € R
2. ||v|| = 0. Ademés, |jv]] =0<= v =0

3. Dada B base ortonormal, tenemos que si v = (x1, ..., x,)s, entonces:
lol] = /ot + - + 23

Proposicién 3.23 (Desigualdad de Schwarz). Dados u,v € V', tenemos que:
|g(u, v)| < [lul] - [[v]]

Ademas,
lg(u,v)| = ||ul| - ||v]| <= u,v son lin. dep.
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Demostracion. Supuesto u = 0, tenemos que:
19(0,0)| = 0 < 0= [[u][ - |[[o]] = 0 - |Jv]]

Supongo u,v # 0. Dado t € R, tenemos:

0 < g(tu + v, tu+v) = t3||u|* + 2tg(u,v) + ||v|?

Por tanto, viéndolo como una parabola en la variable ¢, como siempre es > 0
tenemos que su discriminante es no-positivo, ya que como mucho cortaria al eje
horizontal solo una vez. Por tanto,

A < 0= 4g(u, v)*~4fJul*[[u|* < 0= g(u, v)* < [JulP|[v][* = |g(u, v)] < [Jul]-[]v]]

Demostramos ahora cuando se da la igualdad.

—) Supongamos que se da la igualdad. Entonces, tenemos que A = 0, por lo que:

dt e R* | g(tu+ v, tu+v) = 0= tu+v =0 = son lin. dependientes.

<=) Supongamos que u,v son linealmente dependientes. Entonces, u = Av, para
algin A € R*. Entonces:

l9(u, v)] = lg(u, Au)| = [Al|g(u, w)| = [AllJull* = [[ul] - ||v]|

Proposicién 3.24 (Desigualdad Triangular). Dados u,v € V, tenemos que:
[u +vf| < fJul] +[]v]]

Ademds, tenemos que la igualdad se da solo si son proporcionales, con k constante
de proporcionalidad positiva.

Demostracion.

[lutol[* = [ul *+[v][*+2g(u, v) < [[ul *+]v]*+2lg(w, v)| < [lul *+[vl*+2]ull-|v]| =
= (llull + [l[D* = [Ju+ol] < [full + |[vl|

Ademas, tenemos que la igualdad se da si:

u+ || = [[u]] + [Jv]| <= [|ul]? + [[v]* + 29(w,v) = [[ul|* + [[o][* + 2 |[u]] ||v]]
< g(u,v) = ||u|| ||v]| <= cosfh =1

Por tanto, tenemos que se da si son proporcionales, con k constante de propor-
cionalidad positiva. O
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3.3.2. Angulos

Definicién 3.13 (Angulo no orientado). Dados u,v € V — {0}, definimos el dngulo
0 que forman u,v como:

KON

0 €[0,7] | cosh =
0,7 Tall- Tl

Esta definicién es vélida, ya que por la desigualdad de Schwarz tenemos que:

o)l
el Tl

Esta definicién, ademas, es posible, ya que el coseno restringido a [0, 7] es una funcién
biyectiva.
Algunas propiedades que se deducen son:

m § =0 = cosf =1 = Se da la igualdad en la desigualdad de Schwarz.
Por tanto, son linealmente dependientes. Ademads, como g(u,v) = g(u, A\u) =
Ag(u,u) > 0, tenemos que el factor de proporcionalidad A es positivo.

» § =717 = cosf = —1 = Se da la igualdad en la desigualdad de Schwarz.
Por tanto, son linealmente dependientes. Ademads, como g(u,v) = g(u, A\u) =
Ag(u,u) < 0, tenemos que el factor de proporcionalidad A es negativo.

» =5 = cosl=0=g(u,v) =0=u L

3.4. Isometria Lineal

Definicién 3.14 (Isometria lineal). Decimos que f € End(V) es una isometria
lineal si:

g(f(u), f(v)) = g(u,v)  Yu,v €V

Es decir, conserva la métrica.

Proposicién 3.25. f € End(V) isometria = f € Aut(V)

Demostracion. Siv € Ker(f) = ||f(v)|| = |[v?|| = u = 0. Por tanto, tenemos
que Ker(f) = {0}, por lo que es un monomorfismo. Ademés, como es un epimorfis-
mo, tenemos que f es biyectiva. Por tanto, tenemos que f € Aut(V). O

Definicién 3.15. Se define Iso(V, g) como el conjunto de todas las isometrias del
EVME (V, g).

Proposicién 3.26. Iso(V,g) es un grupo para la composicion.

Proposicién 3.27. Sea f € End(V"™,g). Si f conserva la norma = f es una
1sometria.

Proposicion 3.28. Si una isometria f deja invariante el subespacio U C V|
f(U) = U, entonces también deja invariante al subespacio ortogonal U+; es de-
cir,

fU)=U= fU)=U"
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Proposicién 3.29. Sea f € End(V?,g). Si A es un valor propio de f = \ = £1.
Demostracion. Supuesto A un valor propio de f, tenemos que:
f(u) = du = [f(w)]| = [A] - [|ul]
Como es una isometria y conserva las métricas, ||u|| = ||f(u)||. Por tanto,

lull = AL fJul] == A = +1

Teorema 3.30. Sea f € End(V). Tenemos que:
f es una isometria y autoadjunto <= f es una reflexion
Demostracion. Procedemos mediante doble implicacion.

<=) Supongamos U C V subespacio vectorial. Entonces, tenemos que V = U@ U*.
Para todo v € V, lo descomponemos de forma tinica como v = u + w.

Supuesto que f es una reflexién, tenemos que f(v) = u — w.
9(v, V') = g(u+w, v’ +w') = g(u,u') + g(w, w')

9(f (), (') = g(u —w,u’ = ') = g(u, u) + g(w, w’)

Por tanto, tenemos que es una isometria y un autoadjunto.

—) Como los tnicos valores propios de las isometrias son +1 y sabemos que [ es
diagonalizable, tenemos que V = V; & V_;. Por tanto, descomponiento todo
v € V como v = u + w, tenemos que f(v) = f(u+ w) = u — w. Por tanto,
tenemos que f es una reflexion.

]

Proposicion 3.31. Si un endomorfismo es una isometria y es diagonalizable, en-
tonces es una reflexion.

Demostracion. Por ser una isometria, tenemos que sus tnicos valores propios pueden
ser +1.

Como es diagonalizable, tenemos que V' = V; @& V_4, con al menos uno de los dos
subespacios propios no nulos.

Por tanto, es una reflexién sobre alguno de los dos, ya que V_; = V. O

Teorema 3.32. Dado B una base ortonormal, y sea f € End(V) con A= M(f,B),
tenemos que:
f esisometria <= A € O(n)

Demostracion. f es una isometria si y solo si:

9(f(w), f(v)) = g(u,v)  Vu,v
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Escribiendo en coordenadas,

Y1
g(u,v) = (21, ..., xn) |
Yn
%
g(f (), f(v)) = (21, @) A" - I, - A
Yn
Por tanto, tenemos que [ = A'A = A € O(n). O

Proposicion 3.33.
felso(V,g) = |f| = %1

En el caso de que sea |f| = 1, tenemos que es una isometria directa.
En el caso de que sea |f| = —1, tenemos que es una isometria inversa.

Demostracion. Supuesto f € Iso(V, g), tenemos que A € O(n). Por tanto,
|fl=1A] = £1

3.4.1. Isometrias de un plano vectorial euclideo

Tomamos como base una base ortonormal B = {e1, e}, y sea A = M(f;B).

Reflexiones

Por ser endomorfismos, sabemos que son diagonalizables. Ademads, por ser una
isometria, tenemos que sus valores propios posibles son 1. Por tanto, hay las si-
guientes posibilidades:

» Reflexion axial
Es respecto de la recta U = L{e;}.

()

Tenemos que |f| = |A| = —1.

s Reflexién central

Es respecto del origen, es decir, U = {0}. Tenemos que V = {0} & V. Por
tanto, descomponemos v = 0 4+ v. Por tanto, f(v) = —v, es decir f = —Id.

Por tanto,
-1
()

Es respecto del espacio vectorial, U = V. Tenemos que V = V @ {0}. Por
tanto, descomponemos v = v + 0. Por tanto, f(v) = v, es decir f = Id. Por

tanto,
1
(")
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Giros de angulo # € R

Tenemos que son isometrias pero no reflexiones, por lo que no pueden ser diago-
nalizables.
Su matriz asociada en cierta base es:

cosf) —send
A= ( senf  cosf )
Se cumple que |A| = cos? 0 + sen? § = 1.

Al ser una isometria, también se ha de dar que A € O(n).
No tiene valores propios.

Ejercicio 3.4.1. Demostrar que, para toda A matriz asociada a un giro en una base
ortonormal, se cumple que A~! = A?

¢ [ cosf —sent cosf)  senf
Ad" = ( senf) coséh ) ( —senf cosf
B cos? @ + sen’d cosfsenf —senfcosh \ 7
~ \ senfcosf — senfcosf sen? @ + cos? 6 -

Por tanto, tenemos que A = A~!

Teorema 3.34. Toda isometria lineal en un plano vectorial euclideo es un giro o
una reflexion axial.

Demostracion. Dado B base ortonormal, sea A = M(f;B) € O(2). Esto implica
que, dado A = ( CCL 2 > se tiene que AA! = I:

¢ [ a b a ¢\ [ a4V ac+bd\
AA _(c d><b d)_<ac+bd ey )1
Como A € O(2), tenemos que sus filas constituyen una base ortonormal de
(R2, (), por lo que sea su base ortonormal la siguiente:

() (1))
Duinos £ {( )} nemos e £ - £ 7))

Entonces, los dos tinicos vectores v € L+ tal que ||v|| = 1 son: {( _ab ) , < b ) },

—a
ya que cualquier otro v € L' no serd unitario Por tanto, se tiene que:

() =) v ()= ()

Por tanto, sea f € Iso(V?, g) y sea A= M(f;B) € O(2) se tiene que:

a=( 5 u) o0 )
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En el segundo caso por ser A € Sy, estamos ante una reflexion axial. En el primer
caso, tenemos a? + b* = 1. Como a,b € R, tenemos que a?,b* < 1 = |a|, |b] < 1.
Por tanto, tenemos que 360 | @ = cos @ A b = sen . Por tanto:

A cos senf
~\ —senf cosf
Por tanto, en el primer caso estamos ante un giro de angulo —6. O

En resumen, tenemos que:

0=0= f=1d
» [sometrias Directas: Giros { 0 =7 = f = —1Id

0+ {0,7}

» Isometrias Inversas: Reflexién axial. L =V;, L+ =V,

Ejercicio 3.4.2. En (R?, (,)) Sea f tal que su matriz asociada en cierta base es:
1 1 1
a4
Estudiar la isometria f.

En primer lugar, veo si A € O(2):

%(} _11)%<_11 D:AtA:J:Ae()(Q)

Por tanto, f es una isometria. Ademsds,

1 1 1 11 1 1
aen- (D35 1)

Por tanto, se trata de una isometria directa en el plano, es decir, de un giro.
Ademés, como A ¢ S3(R), tenemos que no es una reflexién, por lo que 0 # {0, 7}.

cosf = =0 =

s
4

Sl

Por tanto, se trata de un giro de ¢ = 7 radianes.

Teorema 3.35. Toda isometria f € Iso(V?, g) es composicion de, a lo mds, dos
reflexiones axiales.

Demostracidén. Sea f € Iso(V?,g).

= Supogamos f isometria inversa: Tenemos que f es una simetria axial, por lo
que es trivialmente cierto.
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= Supogamos [ isometria directa:

Sea una reflexién axial cualquiera sy, y consideramos g = f o sy. Tenemos que
lg| = —1, por lo que es una reflexién axial.

fosy =51, = f=51,05L

Es decir, tenemos que es f es una composicién de dos reflexiones axiales, la
) bl
primera arbitraria y la segunda determinada por la primera.

Mostramos ademas los siguientes casos concretos:

Id=s;o0sg —Id=sp 051

3.4.2. Isometrias de un espacio vectorial euclideo

Tenemos que dim V' = 3. Tomamos como base una base ortonormal B = {ej, 3, €3},
y sea A= M(f;B).
Reflexiones

s Reflexién axial

Es respecto de la recta U = L{e;}. Es un giro sin simetria de 6 = 7.

1
A= ~1
~1

= Reflexién especular

Es respecto del plano U = L{ey, e5}. Es un giro con simetria de § = 0.

1
A= 1
-1
» Reflexién central
-1
A= -1
—1
Tenemos que f = —Id. Es un giro con simetria de 6 = 7.

» Reflexién respecto de V

Tenemos que f = Id. Es un giro sin simetria de ¢ = 0.

1
A= 1
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Giros

» Giro de angulo 6 € R respecto al eje L (0 # {0,7})
Se denota por Gpg. Vi =L V_; ={0}.

cosf) —senb
A= senfl cos@

1

= Giro con simetria de dngulo 6 € R respecto al eje L (a # {0,7})
Se denota por s;1 0 Gry. Vi =0 V_; = L.

cosf —send
A= senf cosf

| -1
En primer lugar, se realiza el giro y luego la reflexién respecto de L*.

En resumen, tenemos que:

s [sometrias Directas:

H—0— f—1Id
Giros sin simetria, G, g, con: = 7 = Reflexién axial. V; =L V., =L"*
0+4{0,7 Vi=L V.,=0

s [sometrias Inversas:

0 = 0 = Reflexién especular. V; =U V_; =U+
Giros con simetria, Sy oG g, con: 0 = m = Reflexién central. f = —Id
0+#{0,7} Vi=0 V=1L

Ejercicio 3.4.3. En (R?, (,)) Sea f tal que su matriz asociada en cierta base es:

A:

o = O

01
00
10
Estudiar la isometria f.

Como las columnas de f forman base ortonormal, tenemos que A € O(3), por lo
que f es una isometria. Ademds, |A| = |f| = 1. Por tanto, se trata de una isometria
directa, es decir, de un giro sin simetria.

Ademas, como la matriz no es simétrica, tenemos que f no es autoadjunto, por
lo que f no es una reflexién (0 # 0, 7). Por tanto, se trata de un giro sin simetria
de O rad 6 €]0, 7| sobre un eje L.

Teorema 3.36. Toda isometria f € Iso(V?3,g) es composicion de, a lo mds, tres
reflexiones especulares.

Demostracién. Sea f € Iso(V3,g).
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= Supogamos f giro sin simetria de angulo 6 = 0.
Entonces f = Id.

Dado un plano U, por la involucion de las simetrias tengo que:

f=1d=syosy

= Supogamos f giro sin simetria de angulo 6 # 0.

Sea L = L{w} el eje de giro, y tomamos u L L.

Sea U plano ortogonal a f(u) — u. Es facil ver que L C U. Sea sy la primera
reflexién especular.

Consideramos ahora g = sy o f.

9l = [sul [/ =-1-1= -1

Por tanto ¢ es una isometria inversa (por lo que tiene valor propio —1).
Ademas, 1 también es un valor propio, ya que:

Por tanto, como tiene como valores propios £1, tenemos que es una reflexién
respecto de plano (Uy). Sea sy o f = sy,. Por tanto,

f:SUoSUl

Por tanto, toda isometria directa es la composicion de dos reflexiones respecto
del plano.

= Supogamos f isometria inversa.

Tenemos que f = syoGrp. Como G ¢ es un giro, estamos ante el caso anterior.
Por tanto, tenemos que el giro es la composicién de dos reflexiones especulares,
su, © sy, = G- Por tanto,

Sy oSy, ©Sy, = f

3.4.3. Isometrias en dimension n

Proposicién 3.37. Si h € End(W(R)) sin valores propios reales, entonces IWy C
W plano vectorial invariante (h(Wy) C Wy).

Demostracion. Sea A = M (h,B) € M,(R) sin valores propios. Por tanto, como por
el Teorema fundamental de Algebra existe A\ € C valor propio de A. Por lo cual,
dado z € C" vector propio asiciado a A, tenemos que:

21 T n
A=a+if (a,pf €R) z= : =r+iy = : +1 : (75,9 € R)

Zn Tn Yn
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Az = Az
Az = Az + 1Ay = (o + i) [z + 1y] = (ax — By) + i(ay + Bx)
Tenemos que el plano L£{z,y} es invariante. ]

Teorema 3.38. Sea (V",g9) EVME, y consideramos f € Iso(V",g). Entonces, en
cierta base ortonormal B,, la matriz A = M(f; By) viene dada por:

I,

_[s

1

2

conr—+s+2t=n.

Demostracion. Sea f € Iso(V,g),con A= M(f;B) € O(n). Seadim V}, =r, dimV_; =

S.

Consideramos entonces el subespacio vectorial U = (V; @& V_;)*. Tenemos que:
dimU =n—-dim(V UV ) =n—r—s

Al ser una isometria, sus tnicos valores propios posibles son +1. Por tanto, al
no tener valores propios, tenemos que su dimensién es par. Sea por tanto:

dimU =n—dim(V;UV_ ) =n—r —s:=2¢

Tenemos ademas que V = V& V_; ®U suma directa y ortogonal. Sea By, B_1, By
bases ortonormales de V;, V_1, U respectivamente.

Como tenemos que f(V; & V_1) C V4 @ V_q, por ser suma directa tenemos que
f(U) € U. Ademas, por ser isometria tenemos que mantiene las dimensiones, por
lo que f(U) = U. Por tanto, fU : U — U es una isometria sin valores propios.

Definiendo B = By U B_; U By, tenemos que:

I
A= M(f, B) - _Is

Ao

con Ay € O(2t) sin valores propios.

Por el teorema anterior, existe un plano U; C U invariante por f (f(U;) C
Uy) que, por no tener U valores propios, tampoco tiene valores propios. Por tanto,
tenemos que f‘ . U, — Uy, al no tener valores propios, es un giro de angulo 6.

Por tanto,

0, —send
M(f|U1;B) = Ap, = ( oSt T Ren )

senf; cosb,
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Por tanto, en cierta base ortonormal,

I,

—1,

Ay,

Ay

con A; € O(2(t — 1)) matriz ortogonal sin valores propios.
Este proceso se reiterara de forma sucesiva, reduciendo en cada paso la dimensién
de la matriz A; en dos unidades. Por tanto, tenemos que en total habra t giros. [

Corolario 3.38.1. Toda isometria f € Iso(V", g) se expresa como composicion de
x reflexiones respecto de hiperplanos, donde x =n — dim V; < n.

Demostracion. En primer lugar, cabe destacar que la reflexién respecto de un hi-
perplano tiene dim V; = n — 1. Por tanto, tenemos que su matriz asociada en cierta
base es diagonal con un -1 y n — 1 unos.

Ademas, cabe destacar que todo giro en el plano se descompone como 2 refle-
xiones axiales. Por tanto, cada Gy, se descompone como Gy, = sz, o Sg,. Notemos
Ry = Li, Ry = Ly los subespacios propios V_; en el plano.

Por tanto, considerando la isometria de dimension n, tenemos que la matriz — I
se representa con s reflexiones respecto de hiperplanos, cada una con el —1 en una
fila correspondiente.

Cada caja correspondiente a un giro se descompone en dos simetrias, cada una
respecto de V — R;, para i =1, 2. O]

3.5. Espacios Vectoriales Euclideos Orientados

Definicién 3.16. Sea V"™ espacio vectorial real. Sean By, By dos bases ordenadas,
con P matriz de cambio de base.

Decimos que B; y By definen la misma orientacién si |P| > 0. En caso contrario
(|P| < 0), decimos que definen orientacién contraria.

Definicién 3.17. Sea V™ espacio vectorial real. Sea B; base ortonormal. Sean
Viy..o Uy € VT
Definimos detg, (v1, .. .,v,) como el determinante cuyas columnas son las coor-

denadas de vy, ..., v, en la base B;.

Proposicion 3.39. Sea V" espacio vectorial real. Sean By, By bases ortonormales.
Sean vy, ...,v, € V™. Entonces,

detg, (v1,...,v,) - detp, (v, ..., v,) > 0 <= Tienen la misma orientacion.

Demostracion. Sea P la matriz de cambio de base.

X1 X1

Tn Tn
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Tenemos que:

r11 To21 ... Xip 13:11 l’:gl e ZEEn
detg, (v1,...,0,) = $:21 x:22 ) xzn detp, (v, ...,0,) = e tme o
Tnl Tp2 --- Tpn x;zl x;LQ v :C;m
Por tanto,
11 To1 ... Tip 11 %21 -.- Tln
detg, (v1,...,0,) = 27:21 xfz : x?n =det | P x:m x?m : @n =
Tpnl Tp2 .- Tnn Tpl Tp2 .- Tpp

= |P| - detp,(v1,...,0,)
[

Lema 3.40. Sea u,v € (V% g) EVME, y consideramos B base ortonormal. Tenemos
que:
g(u,v)? +dets(u,v)? = ||ul]* - ||v]]? Yu,v € V2

Demostracion. En el caso de que u, v linealmente dependientes, tenemos que detg(u, v) = 0.

Ademas, la expresion es cierta por la Desigualdad de Schwarz.
Suponemos u, v linealmente independientes, y sea B = {e;, e2} base ortonormal

orientada positiva. Consideramos u = < 0 ), v = ( z . Esto no es restrictivo ya

que se puede modificar la eleccion de B. Entonces:

g(u,v) = (A, 0)I ( ‘y” ) =Xz detp(u,v) = \y

Por tanto, tenemos que:
g(u,v)? +detg(u,v)* = N + N2y* = N (2® +9°) = [|[u]|* - |]v||?
O

Definicién 3.18 (Angulo orientado). Sean u,v € V? linealmente independientes.
Tenemos que el angulo orientado se define como 6 € [0, 27| tal que:

det
ets(u,v) g 9w)
[l - ]l [l - [J]]

senf =
Esta definicién tiene sentido ya que, por la igualdad anterior, se tiene que

sen? 6 + cos? 6 =1
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3.5.1. Producto Vectorial

Definicién 3.19 (EMVE Orientado). Sea (V", g) un EVME. Decimos que es orien-
tado cuando se fija cierta base B en él, estableciéndose dicha base como orientada
positiva por convenio.

En el caso de R", la base orientada positiva por convenio en la usual B,,.

Definicién 3.20 (Base orientada). Sea (V",g) un EVME orientado. Decimos que
una base B’ es orientada positiva si define la misma orientacién que la base fijada
por convenio.

En caso contrario, se dirda que es orientada negativa.

Definicién 3.21 (Producto Vectorial). Sea (V3 g) espacio vectorial euclideo orien-
tado. Sea B = {e1, €5, e3} una base ortonormal orientada, y consideramos u,v € V.
El producto vectorial u x v es un una aplicacién:

x: V. — V
(u,v) — uxveV

que cumple que:
g(u x v,w) = detg(u,v,w) YweV

Proposicion 3.41. Sea (V3 g) espacio vectorial euclideo orientado. Sea B = {i, j, k}
una base ortonormal orientada, y consideramos u,v € V.
Tenemos que:

ik
UXV=| U Uy Us
vy U2 Us

Demostracion. En coordenadas, tenemos que:

w +— g(u X v,w) es lineal

w — detg(u, v, w) es lineal
Sea B = {ey, €2, €3} una base ortonormal orientada. Sea
u = (ur,uz,uz), v = (vi,vs,v3) u X v = (a1, as,as)

Buscamos calcular los valores de a;.
Tenemos que:
g(u x v,w) = detg(u,v,w) Yw eV

Equivalentemente,
g(u x v,w) = detg(u, v, w) Yw=1,7,k
Por tanto,
glu xv,i)+gluxv,7)+ gluxXv,j)=ai+ ayj + azk
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Por tanto,
Uy M 1 u v
detg(u,v,i) =a; = | us vy 0 |= u2 v2
us V3 0 3 3
u;y v 0 ” v
detg(u,v,j) =] uz vo 1 |=a9=— ul Ul
Us Vs 0 3 3
U 0 ” v
detg(u,v.k) =as=|uy vy 0|=] * !
Uz V2
us Vs 1
]
Algunas propiedades del producto vectorial son:
= Es una aplicacién bilineal.
» Es antisimétrico, es decir u X v = —v X u Vu,v € V3,
» Supuestou=kvkER=uxv=0  Vu,veV3
= u X v es perpendicular a v y a v.
Demostracion. Tenemos que g(u X v, w) = detg(u, v, w) Yw € V. Por tan-
to, tenemos que:
g(u xv,v) = detg(u,v,v) =0=uxv Lv
g(u X v,u) =detg(u,v,u) =0=uxv Lu
m

Corolario 3.41.1. Sea el EVME (V3, g) orientado. Sea x el producto vectorial aso-
ciado a una base ortonormal orientada positiva; y sea X producto vectorial asociado
a una base ortonormal orientada negativa. Entonces:

UXV =V X U

Demostracion. Sea B base ortonormal orientada positiva, y B base ortonormal orien-

tada negativa. Como son ortonormales, P matriz de cambio base es ortogonal, por lo

que |P| = £1. Como ademds definen orientaciones distintas, tenemos que |P| = —1.
Entonces,

guxv,w) = detg(u,v,w) = —detg(u,v,w) = —g(uxv,w) = g(vxu,w) Yw € V?
Por tanto, tenemos que g(uxv,w) = g(vXu,w), luego uxv = v X u. O

Proposicion 3.42. Sea el EVME (V3 g) orientado. Entonces, dada una base orien-
tada positiva B = {ey, ea, e3} tenemos que:
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€1 X €y = €3 /61\
€9 X €3 = €7 es es
e3 X €1 = €9 ~

Demostracion. Tenemos que:

€1 X ey = 1 0 O = — 611 %3 = €3
0 1 0
€1 €9 €3 e e
eaxes=|0 1 0 |= 01 12 =e
0 0 1
€1 €2 €3 e e
esxe =0 0 1 |= 02 13 = ey
1 0 0

]
Proposicién 3.43. Sea el EVME (V3,g). Consideramos u,v,w € V3. Entonces:
ux (vxw)=gu,wv—g(u,v)w
Proposicién 3.44. Sea el EVME (V3,g). Consideramos u,u',v,v" € V3. Entonces:
gl x ol % 2f) = glu, 0)gt ) — gl )g(al, )
Corolario 3.44.1. Sea el EVME (V3,g). Consideramos u,u’ € V3—{0}. Entonces:

[lu x|

(el | {lw1])?

sen’f =

donde 0 = £L{u,u'}.

Demostracion. De la proposicién anterior, tomamos v = u, v’ = u’. Entonces:

[l > ' [12 = [ul Il = g(u, u)
Como tenemos que g(u,u’) = ||ul| ||¢/]| cos@, se tiene lo siguiente:
[l > |2 = [l Pu/[[* = [Jul P[] * cos® 0 = [Jul *[]u/[|* (1 — cos™ 6)

Usando la relacién trigonométrica sen? @ + cos? § = 1, se tiene que:
[|u x u'|[?

(Il | {l1])>

lJu x '||* = [|u|[*||u/||* sen® § = sen? § =

donde hemos usado que u, u’ # 0.
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3.6. Proceso de Ortogonalizacién de Gram-Schmidt

Sea (V",g) un EVME y consideramos B = {ej,...,e,} una base. Vamos a
construir, a partir de B3, una base ortogonal B = {¢éy,...,€,} de V.

Partimos desde ¢; = e;. Consideramos é; = e — aéy, y calculamos a € R tal que
e1 L és.

9(627 6_1)

0=g(é2, 1) = glea — aéy, 1) = gleg, &) — al|&|]* = a = IR
1

Posteriormente, consideramos €3 = e3 — be; — céy, y ajustamos b, c | €3 L €, é;.
Asi sucesivamente se obtiene cada vector €;, y luego se puede normalizar dicha
base para obtener una base ortonormal.

Ejemplo. Sea el EVME (R*, (,)) y consideramos el subespacio vectorial
V=aoi+xat+ta3+x4=0

Sea B base de V' la siguiente:

1 1 1
—1 0 0
82{61762763}: 0 ) -1 ) 0
0 0 -1

Aplicamos ahora el algoritmo de Gram-Schmidt para conseguir una base orto-
gonal B = {é1,¢é3,é3} de V.
Definimos é; = ey, y sea 3 = e5 — aéy

1
0= (es, 1) —alla||*=1—-2a=a= 5

Entonces, tenemos que:

Sea ahora e3 = e3 — aé; — bes.

é3 L ey = 0= (es, 1) —alla])?
é3 L ey = 0= (es,é3) — b||é2||2

Resolviendo ese sistema hallamos €3, y ya tenemos una base ortogonal.

3.7. Ejercicios

Los ejercicios resueltos del presente tema estan disponibles en la seccién 4.3.
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4. Ejercicios

4.1. Diagonalizacion de Endomorfismos

Ejercicio 4.1.1. Dadas las siguientes matrices A; € M3(R):

12 1 10 1 3 —6 6
A= 20 2 A=[12 3 Ay=|[0 1 2
121 11 -1 2 —6 3
9 —18 0 6 —9 3 ~-3 18 3
A=(2 =3 0 As=[1 0 1 Ag=| -2 9 1
2 —6 3 2 —6 3 -1 3 3

1. Estudiar si A; son diagonalizables. En caso de serlo, encontrar una matriz
diagonal D; y una matriz regular P; tal que D; = P[lAiPi.

a) Veamos si es diagonalizable A;.

1—) 2 1 X 2 1
PiO)=|Ai—Il=| 2 =X 2 |=]| 0 =X 2
1 21—\ X 21—

1 2 1 0 4 2-X

=Xl 0 =X 2 |=X|0 =X 2

1 2 1-X 1 2 1-X

= X8+ Xo(2 = X)) = Xo(=A2 + 200 + 8) = —Aog(A + 2) (A — 4)

Por tanto, los valores propios son: {0, —2,4}. Como los tres son distintos,
si es diagonalizable.

Valores Propios ‘ Mult. Alg. ‘ Mult. Geom.

0 1 1
-2 1 1
4 1 1

Tabla 4.1: Valores propios con sus multiplicidades

Calculemos las matrices Py y D;.

1
$1+21’2+ZE3:0 —r
$2+ZE3:0 -

Voz{xeR?’
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3I1+21’2+[E3:0 1
Vo=AHazeR| zy+z3+23=0 =L -2
Ty + 229+ 323=0 1
—3$1+2£L’2+5E3:0 1
Vi=RzeR?| x—21+23=0 =L 1
1+ 22, —323=0 1

Por tanto, las matrices P, y D son:

0 0 O 1 1 1
Di=10 =20 P = 0 -2 1
0 0 4 -1 1 1
b) Veamos si es diagonalizable As.
1—Xo 0 1
Py,(N) = |Ay — NoI| = 1 2—X 3 =
1 1 —1-X

= —(1=2)(L+A)(2=A) +1—=(2— ) =3(L = A) =
= —(1=2)(2—Xo) —4+4 = A3 +2)\2+5)\ — 6

-1 2 5 —6 -1 1 6
1 -1 1 6 -2 2 —6
-1 1 6 0 -1 3 0

Por tanto, P4, = (Ao — 1)(Ao +2)(—A¢ + 3). Por ende, los valores propios
son: {1, —2,3}. Como los tres son distintos, si es diagonalizable.

Valores Propios ‘ Mult. Alg. ‘ Mult. Geom.

1 1 1
-2 1 1
3 1 1

Tabla 4.2: Valores propios con sus multiplicidades

Calculemos las matrices Py y Ds.

1'3:() 1
Vi=_azeR| 21 +254+323=0 =L -1
.T1+JI2—22U3:O 0
3$1+l’3:0 1

V_2: .CEGRS ZL’1+4ZE2—|—3[E3:0 =L
ZL’1‘|‘$2+£L’3:O -3
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—21'1 + 23 = 0 1
Vi = SL’GR?’ 1 — 2o+ 323 =0 =L 7
X1+ To — 4$3 =0 2
Por tanto, las matrices P, y D, son:
1 0 0 1 1 1
0 0 3 0 -3 2

¢) Veamos si es diagonalizable Aj.

3-X -6 6
Pauy(\) =|A5—XI|=| 0 1-=2x 2
2 63—\

= (3= X0)%(1 —Xo) —24 —12(1 — Xg) +12(3 — \g) =
=94+ A2 —6Xg— 9o — A3+ 6A2 —24 — 12+ 12X + 36 — 12X =
= A0+ TN — 15X+ 9

-1 7 —15 9
1 -1 6 -9
-1 6 -9 0

Por tanto, P4, = —(Ag — 1)(Ag — 3)2. Los valores propios son: {1, 3}.
Calculemos la multiplicidad geométrica de 3.

—ZB2+Q?3:0 3
Vo=RaeR| —ag+23=0 =L 1
x1—3x2:0 1

Valores Propios ‘ Mult. Alg. ‘ Mult. Geom.
1 1 1
3 2 1

Tabla 4.3: Valores propios con sus multiplicidades

Por tanto, la multiplicidad geométrica de 3 es n3 = 1 # 2 = mg3. Por
tanto, Az no es diagonalizable.

d) Veamos si es diagonalizable Ay.
9—X 18 0

Py =|A = XI|=| 2 —=3-X 0
2 —6  3—\

= (3= 20) (=(9 = X)(3+ Xo) +36) = (3 — A)(Ag — 620 +9)
= (3 - )\0)()\0 - 3)2 = —()\0 - 3)3
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Por tanto, el tnico valor propio es {3}. Calculemos su multiplicidad
geométrica.
T, — 329 =0
Vi=SaxeR¥| oy —325=0 » #R?
Ty — 3.7)2 =0

Valores Propios ‘ Mult. Alg. ‘ Mult. Geom.
3 3 2

Tabla 4.4: Valores propios con sus multiplicidades

Por tanto, la multiplicidad geométrica de 3 es n3 = 2 # 3 = mgs. Por
tanto, A4 no es diagonalizable.

e) Veamos si es diagonalizable Aj.

6—X —9 3
P =45~ doll=] 1 - 1 |=
2 —6 3— X

= —X0(3=X0)(6 — Ag) — 18 = 18 + 619 + 9(3 — Xg) + 6(6 — A\g) =
= —18X\g + 3A3 + 605 — A\j — 36 + 6X + 27 — 9N\ + 36 — 67 =
= =N+ 9N —2TA +27T=—(No—3) (N —3)* = —(Ng — 3)®

-1 9 -—-27 27
3 -3 18 —27
-1 6 -9 0

Por tanto, el dnico valor propio es {3}. Calculemos su multiplicidad
geométrica.

$1—3.I'2—|—$C3:O
Vs = l‘GRg r1 — 39 +x3=0 %Rg

x1—2x2:0

Valores Propios ‘ Mult. Alg. ‘ Mult. Geom.
3 | 3 | 1

Tabla 4.5: Valores propios con sus multiplicidades

Por tanto, la multiplicidad geométrica de 3 es n3 = 1 # 3 = mg. Por
tanto, As no es diagonalizable.
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f) Veamos si es diagonalizable Ag.

—3—-X 18 3
Py(N) =46 =Xl =] -2 9-X 1 |=
—1 3 3-X
=—(9—=X3)(9— o) — 18 =18 +3(9 — Xg) + 3(3+ Xg) +36(3 — N\o) =
= 81+ 9 +9X2 — A3 — 36+ 27 — 3\g + 9 + 3\ + 108 — 36\ =
= =3+ 9N — 2T+ 27 = —(N\g — 3)°

-1 9 27 27
3 -3 18 =27
-1 6 -9 0

Por tanto, el tnico valor propio es {3}. Calculemos su multiplicidad

geométrica.
—61E1 + ].81’2 + 3[L’3 =0 B B
‘/é: QTERS 23, + 629 + 23 =0 _{xeRg 2$1+6J}2+ZE3—0}
—171—|-3.232:0 —$1+3$2:0

Valores Propios ‘ Mult. Alg. ‘ Mult. Geom.
3 | 3 | 1

Tabla 4.6: Valores propios con sus multiplicidades

Por tanto, la multiplicidad geométrica de 3 es n3 = 1 # 3 = mg. Por
tanto, Ag no es diagonalizable.

2. Estudiar cudles de las matrices de la primera fila son semejantes entre si.

A Ay Ay
tT’(A) 2 2 7 A1 lad Ag N AQ lead A3
det(A) 0 —6 X A1 % A2
PyA) | x  x X

Tabla 4.7: Resolucién usando propiedades de las matrices semejantes

Ademas, como los tres polinomios caracteristicos son distintos, no son seme-
jantes.

3. Estudiar si Ay y As son semejantes.

Tienen el mismo rango, traza y polinomio caracteristico. Por tanto, no pode-
mos descartar que sean semejantes.
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Matriz ‘ Valores Propios ‘ Mult. Alg. ‘ Mult. Geom.
Ay 3 3 2
As 3 3 1

Tabla 4.8: Valores propios con sus multiplicidades para cada matriz

Como tienen multiplicidades geométricas distintas para el mismo valor propio,
entonces no representan el mismo endomorfismo. Por tanto, no son semejantes.

A4’>°A5

Ejercicio 4.1.2. Tomamos K = R. Para todo a real consideramos la matriz

—14+a 1 —-1+a
A= l—-a —a 1—a
-1 -1 -1

1. Estudiar los valores de a € R para los que A es diagonalizable.

Obtengo en primer lugar su polinomio caracteristico:

—14+a—AX 1 —1+4+a e
Py(\) = det(A— \I) = 1—a —a—X l—a =
—1 —1 —1—-A
-\ 1 —1+a —1 1 —1+a o
= 0 —a—-X 1l—a |=X] 0 —a—)\ 1—-a e
A —1 —1—=A 1 -1 —1-A
0 0 —24+a— A\
=X 0 —a—2A\ 1—a =ANa—2-=X)(—a—])
1 —1 —1-A

Los valores propios son: {0,a — 2, —a}. Los casos a tener en cuenta son:

= Dos valores propios son iguales.
a—2=0 —a=2
—a =0 —ra=0
a—2=—-a —a=1
Por tanto, si a # 0, 1, 2, entonces los tres valores propios son distintos y,
por tanto, A es diagonalizable.

s Casoa=1.

I T

V1= To €R3|(A+I) Ty =0

T3 Zs3

T 1 1 0

= z, |€R*|[ 0 0 0 Ty | =0

T3 -1 -1 0

Iy

= T2 €R3‘$1+$2:0
T3
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Valores Propios ‘ Mult. Alg. ‘ Mult. Geom.
0 1 1
-1 2 2

Tabla 4.9: Valores propios con sus multiplicidades

Por tanto, para a = 1 la matriz es diagonalizable.

s Casoa=0.

I v
Vo = zy | ERP|A| 25 | =0

T3 L3
I -1 1 -1 )

= z | €R*| 1 0 1 x| =0
T3 -1 -1 -1 T3
T —ZE1+1'2—ZL‘3:0 1

= X2 e R3 r1+23=0 =L 0
I3 $1+$2+$3:O -1

Valores Propios ‘ Mult. Alg. ‘ Mult. Geom.
0 2 1
—2 1 1

Tabla 4.10: Valores propios con sus multiplicidades

Por tanto, para a = 0 la matriz no es diagonalizable.

s Caso a = 2.

T T
Vo = zy | ERP|A| 23 | =0
T3 Zs3
T 1 1 1 Ty
= o | R -1 -2 -1 Ty | =0
T3 -1 -1 -1 T3
T [L’1—|—I2+ZL’3:0 1
= zo | €R3| 21+ 229 +23=0 =L 0
T3 T1+ 29 +2x3=0 -1

Valores Propios ‘ Mult. Alg. ‘ Mult. Geom.
0 2 1
—2 1 1

Tabla 4.11: Valores propios con sus multiplicidades

Por tanto, para a = 2 la matriz no es diagonalizable.
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Por tanto, A es diagonalizable Va € R — {0, 2}.

2. Diagonalizar la matriz para a =0, a = 1 y a = —1 (si ello es posible).

m Paraa=0

A no es diagonalizable.

m Paraa=1

Los valores propios son: {0, —1}.

Vo

x
X2
€3

x
T2
T3
T
T2
T3

Por tanto, las matrices P; y Dy son:

D, =

» Paraa=—1
Los valores propios son: {0, —3,1}.

‘/():

‘/1:

————— —

X
X2
€3

X1
X2
€3

X1
X2
€3

€
X2
€3

x1
L2
Z3
Zy
Z2
x3

sl
ER*|A| 2 | =0
Z3
0 1 0 T
eR|[ 0 -1 0 e | =0
-1 -1 -1 T3
1
=0
R3 2 = 0
< $1+ZL‘2+$3:0 1
0 1
Vi=---=L 0], -1
1 0
0 0 0 1 0 1
0 -1 0 P = 0 0 -1
0 0 -1 -1 1 0
T
ER*|A| 2 | =0
I3
-2 1 =2 T
cR*|[ 2 1 2 Ty | =0
-1 -1 -1 T3
2z To+ 223 =0 1
RB 1= L2 3 — :£ 0
© T+ xs+x3=0 1
T
ER*|(A-D)| 2 | =0
€ R? | 2 Ty | =0
-1 —1 — T3
3131—.T2+2133—0
GRS ZL‘1+JZ3_O =L
ZE1+JZ2+2I3—O 1
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I I
V. 3= T2 €R3|(A—|—3[) T2 =0
T3 Zs3
xl ]_ ]. _2 .7;1
= s | €RPl 2 4 2 zs | =0
T3 -1 -1 2 T3
1 1+ 29 —223=0 g
o 3 1 2 3 — _ _
o 2 <R a:1—|—23:2+:1:3:0 =L 3
T3 1
Por tanto, las matrices P_; y D_; son:
00 O 1 1 5
D,s=101 0 P,= 0o 1 -3
00 -3 -1 -1 1
3. Razonar si las matrices obtenidas para a = —2 y para a = 4 son semejantes.
Para a = —2, los valores propios son: {0, 2, —4}.

Para a = 4, los valores propios son: {0,2, —4}.

Por tanto, como tienen los mismos valores propios, saldra la misma D al diago-
nalizarla. Por tanto, A_o ~ DA D ~ A,. Al ser ~ una relacién de equivalencia,
Ay~ Ay

Ejercicio 4.1.3. Estudiar los valores de a para los que la siguiente matriz es dia-
gonalizable. Estudiar el caso real y el caso complejo.

1 -2 =2
A= -2 a 8
2 8 a
1—X =2 —2 1—XN =2 0
PisAN) =] -2 a-—2A\ 8 =| -2 a—X 8—a+X |=
2 8 a— A\ 2 8 —8&+a— A\
1—A -2 0
= 0 +a— A\ 0 =(-8+a—-AN)B+a—A)(1—-2N\)
2 8 —8+a— A

Por tanto, los valores propios son: {—8+a,8+a, 1}. Los casos a tener en cuenta
son:

= Dos valores propios son iguales.

—-8+a=1 —ra=9
8+a=1 —ra=—-7
84+a=-8+a — Fsol

Por tanto, si a # —7,9, entonces los tres valores propios son distintos y, por
tanto, A es diagonalizable.
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s Casoa=—"1.
T sl
Vi= v | €ERP|(A-D)| 22 | =0

xI3 Zs
1 0 -2 =2 T

— v, | eR¥|[ —2 -8 8 Ty | =0
[L‘3 2 8 _8 373
x1

_ 3 To+x3 =0

o T2 <R ZL‘1—|—4ZE2—4JZ3:0‘

T3
Valores Propios ‘ Mult. Alg. ‘ Mult. Geom.
1 2 1

—15 1 1

Tabla 4.12: Valores propios con sus multiplicidades

Por tanto, para a = —7 la matriz no es diagonalizable.

s Casoa=09.

T T
‘/1: ) ER?”(A—I) ) =0

T3 T3

— v, |eR¥|[ -2 8 8 Ty | =0
T3 2 8 8 T3
Ty To+ 23 =0

= T2 ERS 1 +4ze + 423 =0
T3 —I1 —|— 41’2 + 4?[73 = 0

Valores Propios ‘ Mult. Alg. ‘ Mult. Geom.
1 2 1

17 1 1

Tabla 4.13: Valores propios con sus multiplicidades

Por tanto, para a = 9 la matriz no es diagonalizable.
Por tanto, A es diagonalizable Ya € C\{—7,9}.

Ejercicio 4.1.4. Sea A € My(R). Estudiar los valores de a € R para los que la
matriz A es diagonalizable.

S = O =
Q@ = 2 O
S = O =
— o Q O
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1—Xx 0 1 0 2-X 0 1 0
0 a— A 0 a 0 a— A\ 0 a
PaN) =1 1 1-x 0 |“l2-x 1 1-x o |7
0 a 0 1-2\ 0 a 0 11—\
8 a_—l)\ ())\ 2 -1 A 0
Sla-a 1 o1-a 0 |TETMpeA 8 N
0 a 0 1-—2)\ @

“A2=N((a=N1=X)—a*)=-A2-N\ = (a+1)A—a*+a)
Veo el nimero de soluciones de la ecuacién A2 — (a +1)A —a*+a =0

A=(a+1)?+4a®> —4a=(a—1)*+4a*>0

Por tanto, la ecuacién tiene dos soluciones. Para ver los casos en los que los
valores propios se repiten, veamos si

JaeR| N —(a+1)A—a*+a=0, con A =0,2
A\ =0:= —a’+a=a(-a+1)=0=a=0,1
n A\=2=—=4-2a—-2—-d*+a=—-a*-a+2=0=a=1,-2
Por tanto,

= Sia#{-2,01}:

Hay 4 valores propios distintos, por lo que A es diagonalizable.

= Sia=0:
Hay dos valores propios con m; = 1, pero la multiplicidad algebraica del valor
propio 0 es doble (mg = 2). Veamos su multiplicidad geométrica:

( )

I I
Vo = ;2 eR*| A f =0
3 3
L\ T4 L4 ),
( T 1 010 T
. T 4 00 0O ) o
= SR 1110 z | 70
L\ T4 0 0 01 Ty
.
il I1+ZE3:0
= Pl eR st atas=0
T3
1'4:0
Ty

\

Valores Propios ‘ Mult. Alg. ‘ Mult. Geom.

2 1 1
0 2 1
- 1 1

Tabla 4.14: Valores propios con sus multiplicidades
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Por tanto, para a = 0, A no es diagonalizable.

= Sia=1:
Hay dos valores propios con m; = 2. Veamos su multiplicidad geométrica:

( )

x1 T
Vo=< | @ |ertja|l ™ | =0
€3 X3
\ T4 T4 ),
([ 2, 1010 1
. T 4 0 1 0 ]_ ) .
= m SR 111 0 z | 7Y
L\ 24 01 01 T4
(
;l l’1+.1'3:0
= 9 2 €R4 r1+x2+23=0
x3
132+ZL’4:0
Xyq

Valores Propios ‘ Mult. Alg. ‘ Mult. Geom.
0 2 1

2 2

Tabla 4.15: Valores propios con sus multiplicidades

Por tanto, para a = 1, A no es diagonalizable.

= Sia=—2:
Hay dos valores propios con m; = 1, pero la multiplicidad algebraica del valor
propio 2 es doble (my = 2). Veamos su multiplicidad geométrica:

(

1 x1
V=X | |er*jAa-20| ® | =0
T3 T3
L Ty Ty
T -1 0 1 0 T
_ T2 4 0O —4 0 =2 T2 |
=V = | SR 1 1 21 o w | =0
L\ 4 0o -2 0 -1 Ty
p
il - + T3 — 0
= x2 eERY| 1+ a9 —23=0
3 21‘2 + x4 = 0
Ty
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Valores Propios ‘ Mult. Alg. ‘ Mult. Geom.

2 2 1
0 1 1
- 1 1

Tabla 4.16: Valores propios con sus multiplicidades

Por tanto, para a = —2, A no es diagonalizable.

Ejercicio 4.1.5. Sea A € M,,(R) diagonalizable. Demostrar que su matriz trans-
puesta también lo es. Razonar que, en ese caso, A ~ A’

A diagonalizable => D = P"'AP = D' = (P7'AP)" = P'AY(P~ ') = P'AY(P")™!
Ademds, como D es diagonal, D' = D. Por tanto,
D = PtAt((Pt)—l

Por tanto, como D es diagonal y P? es regular, A’ es diagonalizable.
Como A~ DA D ~ A', al ser ~ una relacién de equivalencia, A ~ A’ ]

Ejercicio 4.1.6. Demostrar que toda A € S3(R) es diagonalizable.
a b
b ¢ )

Calculamos su polinomio caracteristico.

Demostracion. Sea A = (

Pa(N\) = N —tr(A)A + det(A) = X* — (a + )\ + (ac — b)

Su discriminante es A = (a + ¢)? — 4(ac — b*) = a®> + & + 2ac — dac + b* =
a’+c*—2ac+b? = (a—c)>+40* > 0.

= Si A > 0= A tiene 2 soluciones = A es diagonalizable.

a

s SiA=0=a=c :O:A:(O

2 > es diagonalizable.

]

Observacion. En el caso de K = C esto no es cierto. Como contraejemplo, ver el
ejercicio 4.1.7.1.

Ejercicio 4.1.7. Sean Ay, Ay, A3 € M3(C). Estudiar cudles son diagonalizables.

1 1 i 1 i
v=(h) () =)

1. Veamos si A; es diagonalizable.
PAl()\) = |A1 — )\I| = )\2 — t’l"(Al))\ + th(Al) = )\2
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Por tanto, el iinico valor propio es el {0}. Calculemos su multiplicidad geométri-
ca.

ia:l—xgzo

") -0}
() een (4 () -]
}z{(i;)GCQ‘m%—i:@:O}

Valores Propios ‘ Mult. Alg. ‘ Mult. Geom.
0 | 2 | 1

Tabla 4.17: Valores propios con sus multiplicidades

Por tanto, A; no es diagonalizable.
2. Veamos si A, es diagonalizable.
Pa,(\) = |Ay — M| = N — tr(A) X + det(Ay) = A2 — 2\ = A\(A — 2)
Por tanto, los valores propios son {0, 2}.

Valores Propios ‘ Mult. Alg. ‘ Mult. Geom.
0 1 1
2 1 1

Tabla 4.18: Valores propios con sus multiplicidades

Por tanto, As si es diagonalizable.

3. Veamos si Az es diagonalizable.
Pa,(N\) = |As— | = N2 —tr(As) A +det(As) = N> —2X+2 = (A—1—4)(A—141)
Por tanto, los valores propios son {1 — 14,1+ i}.

Valores Propios ‘ Mult. Alg. ‘ Mult. Geom.
1—1 1 1
1+ 1 1

Tabla 4.19: Valores propios con sus multiplicidades

Por tanto, Aj si es diagonalizable.
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Ejercicio 4.1.8. Sea A € Mj(C). Consideramos la matriz traspuesta A’, la matriz
conjugada A y la matriz traspuesta conjugada A?,

e a+ib c+id At — a+ib e+if
\e+if g+ih ~ \ c+id g+ih

+ [a—1ib c—1id ~ (a—ib e—if
A_(e—z'f g—ih) A—(c—id g—z’h>
Decimos que A es simétrica si A = A' y que es hermitica si A = A’

1. Demostrar que una matriz simétrica compleja no es necesariamente diagona-
lizable.

Como contraejemplo, ver el ejercicio 4.1.7.1.

2. Demostrar que toda matriz hermitica es diagonalizable y que sus valores pro-
pios son reales.

a+iwb=a—ib —b=0
ctid=e—if —c=e—if—id
e+if=c—1id

g+ith=g—ih — h=0

A=A'—=

Por tanto, e +if =e—if —id —id = 2if = —2id = f=—-d = c=e.
Por tanto, dado a.b.c.d € R, una matriz A € Ms(C) hermitica es:

B a c+1id
A_<c—id b )

Calculamos su polinomio caracteristico:
Pa(A) = |[A = M| =X —tr(A)X +det(\) = X — (a +b)A+ab— ¢ — d°
A = (a+b)*—4(ab—c*—d?) = a®+b*+-2ab—4ab+4c*+4d* = (a—b)?+4(c*+d?) = 0

= Si A > 0 = Hay dos soluciones distintas y, por tanto, A es diagonali-
zable.

" SiIA=0=a=0b, C:d:O:>A:(a

0 . .
0 a ) es diagonalizable.

Ejercicio 4.1.9. Sea A € M, (R).

1. Demostrar que A diagonalizable = A% — 2A + I diagonalizable.
A diagonalizable = D = P"'AP = A = PDP~!. Por tanto,

A*—2A+1=PD*P ' —2PDP '+ PIP' = P[D* - 2D + I|P!

Por tanto, como D? — 2D + I es diagonal y P es regular, A2 — 2A + I es
semejante a una matriz diagonal, por lo que es diagonalizable.
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2. Razonar que A? — 2A + I diagonalizable % A diagonalizable.

10
SeaA—(l 1).
00

A?—2A+1=(A-1)?= ( 00
D=PY0P,conD=0yP=1.
Sin embargo, el polinomio caracterfstico de A es P4(\) = A*—=2A+1 = (A—1)2.

) = (. Esta matriz es diagonalizable ya que

rg(A—I)=1=dimV; =2-1=1
Como n; =1 # 2 =mq, A no es diagonalizable.

Ejercicio 4.1.10. A € M5(R) no diagonalizable y con un valor propio a € R de
multiplicidad algebraica m, = 2. Demostrar que A ~ B, con

a 0
o-(12)
Demostracién. Sea f € End(R?) con A= M(f,B).
Como A no es diagonalizable, n, # 2, por lo que n, = dimV, = 1.

Busco una base de R? B = {v;,v5} vy € V, — {0}. Como dimV,, = 1, {v,} base
de V,. Por tanto,

V1 —>bU1+C’U2 M(fB):A:(b 0)

Vg — AUy c a
Como la multiplicidad algebraica de a es 2,

b—XA 0

POy == |0

‘:(b—)\)(a—)\):a:b
Ademds, si fuese ¢ = 0 serfa diagonalizable, por lo que ¢ # 0.

Sea ahora B = {v;, 02}, con U1 = v1 y U3 = cvy. Forman base ya que ¢ #2 0y B
es una base. Sabemos que

f(02) = flcvy) = cf (v2) = cavy = avy

b — avy + 0 - 0
UL T a2 M(f,B):B:(a )
Uy — AUy 1 a
Por tanto, como la matriz A y la matriz B representan el mismo endormorfismo
en dos bases distintas (B y B respectivamente), las matrices son semejantes (A ~ B).

]

Ejercicio 4.1.11. Sea A € M4(R). Estudiar si A es diagonalizable.

[ G VR S S—y

1
1
1
1

—_ = =
— = = =
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rg(A) =1 = dimIm(f) =1 = dim Ker(f) = 3.
Por tanto, como Ker(f) # {0} = 0 es un valor propio. Vy(f) = Ker(f)
Los valores propios de A son {\g € R | |A — A\gI| = 0}.

1—X 1 1 1

I D Y | I

(A= dol| = 1 I 1=Xx 1 =0
1 1 1 1-X

Como podemos ver, efectivamente Ao = 0 es un valor propio. Para )\ = 4,
los vectores columna cumplen que la suma de sus componentes es nula, es decir,
pertenecen al hiperplano de R con ecuacion implicita x; +x9 + 23+ 24 = 0. Como la
dimension de ese hiperplano es 3, uno de los vectores serd linealmente dependiente
y por tanto el determinante es nulo.

Como Ker(f) =Vy, dimVy = 3. Por tanto, la multiplicidad algebraica de 0 mq
cumple que 3 < mg < 4. Pero mg # 4 porque sino seria el tnico valor propio. Por
tanto, mg =3y my = 1.

Valores Propios ‘ Mult. Alg. ‘ Mult. Geom.
0 3 3
4 1 1

Tabla 4.20: Valores propios con sus multiplicidades

Por tanto, es diagonalizable. Busquemos las matrices P y D. Calculamos en
primer lugar cada subespacio propio.

1 1 1
%:{I€R4‘I1+$2+I3+$4:0}:£ -1 0 0
0 1 -1 |’ 0
0 0 —1

—3$1+$2+$3+$4 =0
Vi=SzeR =0
=0

Por tanto, la base de vectores propios es:

@]
@]
|
—_
\_/ H/_/
- I
D
— e
D e —— T
e

1 1 1
SR
Por tanto, las matrices Py D son:
0000 11 1 1
R S R
00 0 4 0o 0 -1 1
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Ejercicio 4.1.12. Sea A € M3(R). Estudiar si A es diagonalizable.

1 3 0
A= 3 -2 -1
0 -1 1

Calculamos su polinomio caracteristico:

1—-X 3 0
Py(\) =det(A—=X[)=| 3 —-2-X -1 |=-XN+13\-12
0 -1 1-X

Sus posibles raices en Q son: {#1, £2 +3, +4, +6, +12}.
-1 0 13 —12

1 -1 -1 12
-1 -1 12 0

Las rafces de —A2 = A +12=0son \; = =4y \y = 3.
Por tanto, Pa(A) = —(A = 1)(A+4)(A = 3).

Valores Propios ‘ Mult. Alg. ‘ Mult. Geom.

1 1 1
—4 1 1
3 1 1

Tabla 4.21: Valores propios con sus multiplicidades

Por tanto, A es diagonalizable.
Ejercicio 4.1.13. Sea A = M,,(R) con todos sus coeficientes 1. ; Es diagonalizable?

A=(1)y; Vi, jll1<ij<n

rg(A) =1 = dimIm(f) =1 = dim Ker(f) =n — 1.
Por tanto, como Ker(f) # {0} = 0 es un valor propio. Vo(f) = Ker(f)

Valores Propios ‘ Mult. Alg. ‘ Mult. Geom.
0 n—1<mog<n

n—1

Tabla 4.22: Valores propios con lo que sabemos hasta el momento.

Para completar las multiplicidades, es necesario saber si hay mas valores propios.

1—X 1 ... 1

B 1 - : - 1 si iy
(A—)\OI)_ . . 1 _{1_/\0 si i:j

1 ... 1 1-=2X
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Los valores propios de A son {\g € R | |A — A\oI| = 0}.

1= 1 ... 1

A-ll=| * © 2o
. c. 1

1 ... 1 1=

Ao = n es un valor propio, ya que los vectores columna formarian parte del
hiperplano con ecuacion implicita 3 + --- + x,, = 0 y, por tanto, el determinante
seria nulo.

Valores Propios ‘ Mult. Alg. ‘ Mult. Geom.
0 n—1 n—1
1 1

Tabla 4.23: Valores propios con sus multiplicidades

Por tanto, A es diagonalizable.

Ejercicio 4.1.14. Sea A = M3(R), con

3
A= -1 3
1 1

1

W =

Estudiar si 3B € M, (R) | B2 = A. Es decir, estudiar si 3v/A.

En primer lugar, vemos si A es diagonalizable y, en su caso, se diagonaliza.

3—2 —1 1 4—1 -1 1
PsAN)=]|A=X|=| -1 3-X 1 |=| 0 3-Xx 1 |=
1 13-\ 4—X 1 3-)
4—-) -1 1
= 0 3-X2 1 |[=@A4-NNB=-N2-XN)—-2)=@A—-NN—-5\+4) =

0 22—\
=4 -NA=4)A=1)=@—-N>*1-)N)

Por tanto, los valores propios son {1,4}. Calculamos los subespacios propios.

T gl
Vi= v | €ERP|(A-D)| 22 | =0

Zs3 Zs3
1 2 -1 1 1

= T2 S R3 | -1 2 1 L9 =0
T3 1 1 2 ZT3
T 2$1—l’2+l’3:0

= T2 ERg —r1+ 2294+ 23=0 =L 1
T3 $1+[E2+2l‘3:0 —]_
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Tt T
V= g | ER (A=) 29 | =0
xIs3 Z3
T -1 -1 1 T
= zy | €RY|[ -1 -1 1 T2 | =0
x3 1 1 -1 T3
Ty 1 0
= T €R3|931+:172—x320 =L 01,1
T3 1 1
Valores Propios ‘ Mult. Alg. | Mult. Geom.

|
1 1 1
2 2

Tabla 4.24: Valores propios con sus multiplicidades

Por tanto, A es diagonalizable de la forma D = P~'AP, con

1 00 1 10
D=1 040 P= 1 01
0 0 4 -1 11
Definimos v/ D como:
1 00
VD=0 2 0
0 0 2
1

Para calcular B, despejamos A. A= PDP~
PVDP™'.PVYDP™ =PDP' = A= B=+VA=PVDP!
Por tanto, 3B = v/A € M3(R) | B2 = A, y se define como
B=VA=PyDP™!
Ejercicio 4.1.15. Prueba 2022
1. Estudiar a € R para los que A € M3(R) se diagonaliza.

1 —a 1
A= —a 1 -1
0 a 0

Calculo en primer lugar su polinomio caracteristico.

11—\ —a 1 1—-)\ —a 1
PiN)=|A=-X|=| —a 1-X —-1|=| —a 1-X -1 |=
0 a - 1—A 0 1—A
11—\ —a A a \
=| —a 1—)\N —-1+a :(1—)\)’ =
1 0 0 11—\ —=1+4a
—a+ A A —a+ A A

:<1_A)' 0 A—1+4a
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Por tanto, los valores propios son: {1,a,1 — a}. Hay que tener en cuenta el
caso en que dos valores propios sean iguales.

a=1 —a=1
l-a=1 —a=0
a=1—a —>a:%

Para a # {0, %, 1}, los tres valores propios son distintos, por lo que si es

diagonalizable.
- Para a =0:
X T
‘/i: i) ER3|(A—[) i) =0

X3 T3
Z1 0 0 1 T

- i) € ]R3 | O 0 —1 To — O
T3 0 0 -1 T3
g

= ) c R3 ’ T3 = 0
I3

Valores Propios ‘ Mult. Alg. ‘ Mult. Geom.
1 2 2
0 1 1

Tabla 4.25: Valores propios con sus multiplicidades

Por tanto, para a = 0, A si es diagonalizable.

- Para a = %:
X1 1 Ty
Vi= Ty | ERY|(A—-Z1 Ty | =0
2 2
T3 T3
1 1
T 5 —5 1 T
= ) € R3 | —% % —1 i) =0
1 1
XT3 O 5 D) ZT3
1 1
I 51’1—51‘24—.%'3:0
3 1 1
= To eR —35%1 + %2 — X3 =
1 1
T3 5[)’22 — §ZE3 =
T 1 1
—$1——$2+I3:O
== ) €R3 2 1 2 1
5Ly — 51’3 = O

T3 2
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Valores Propios ‘ Mult. Alg. ‘ Mult. Geom.
1 1
2 1

N[ =

Tabla 4.26: Valores propios con sus multiplicidades

Por tanto, para a = %, A no es diagonalizable.

- Paraa=1:
T xy
Vi = To €R3|(A—I> To =0

T3 T3
T 0o -1 1 €

= T2 €R3 | —1 0 —1 i) =0
X3 0 1 —1 T3
T

_ 3| T2 —23=0

o 2 <R $1+$3:0

T3

Valores Propios ‘ Mult. Alg. ‘ Mult. Geom.
1 2 1

0 1 1

Tabla 4.27: Valores propios con sus multiplicidades

Por tanto, para a = 1, A no es diagonalizable.

= Ver si, para a = 0 y a = —1, las matrices resultantes son seme-
jantes.

Para a = 0, los valores propios son {0, 1,1}.

Para a = —1, los valores propios son {1, —1,2}.

Por tanto, como tienen valores distintos, tienen polinomio caracteristico
distinto y, por tanto, no son semejantes.

2. Sea A € M5(R) | |A] = —1. Demostrar que A es diagonalizable.

SeaA:(z Z),con |A| = ad — bc = —1.

Py(N) =N —tr(A)A +det(A) =\ — (a+d)) — 1
A=(a+d?+4>4>0 Va,deR

Por tanto, como el discriminante es positivo, tendra dos valores propios dis-
tintos. Por tanto, A si es diagonalizable.
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» Encontrar A € M,(C) | |A| = —1 t.q. A no sea diagonalizable.
En primer lugar, es necesario que solo tenga un valor propio, por lo que

A=0= (a+d?=-4d=a+d=2i
Ademés, como |A] = —1 = ad — bc = —1. Por tanto, una posible

A e My(C) es:
11
=01

Pa(A) =A% —2iA—1=(\—1)?

Por tanto, el unico valor propio es {i}.

i={(5) eeamn() o)
{(a)eei(mo) ()=
:{(Z)e@m:o}

Valores Propios ‘ Mult. Alg. ‘ Mult. Geom.
i | 2 | 1

|

Tabla 4.28: Valores propios con sus multiplicidades

Por tanto, A no es diagonalizable.

Ejercicio 4.1.16. Sea A € M,,(K) t.q. A? = I,,. Demostrar que A es diagonalizable.

Demostracion. Haciendo uso del isomorfismo natural entre M,,(K) y End(V) con
dimg (V') = n, consideramos A como la matriz a asociada a f € End(V") el cual
cumple que fo f = Idk.

fof=lIdx f(f(x)=x VxeV

Notemos ahora que, dado un v € V cualquiera, este se puede expresar como:

VeV v= (v f©)+ 50— ()

J/ J/
-~ -~

t1 )

Seat; = 1(v+ f(v)) y t2 = 1(v— f(v)). Nétese también que, como f o f = Idx,

1 x
f(ty) = 5(1} + f(v) =t 1GN t; es un vector propio. t; € V;
1 . (*)
f(ty) = —5(2) — fv)) = —t3 Q) t5 es un vector propio. t, € V4
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Como todo v € V se expresa como la suma de un vector de V; y otrode V_; —
V = Vi 4+ V_1. Ademas, como los subespacios propios de valores propios distintos
son disjuntos, V; N V_; = {0}. Por tanto, Vi ®V_; = V.

Sean By y B_; bases de Vi y V_; respectivamente. Como V =V, & V| —
By U B_; forman una base B de V. Asi, V' tendrd una base de vectores propios vy,
por tanto, f es diagonalizable, por lo que A también lo es.

(*) Este razonamiento es valido Vf # {Id, —Id}, ya que en su caso t; o ty serian
nulos. En el caso en el que sea f = IdV f = —Id, su matriz asociada A es diagonal
y por tanto sera diagonalizable.

m

Observacion. La aplicacién transposicion,

by Mu(K) — M, (K)
A — At

Tiene como matriz asociada M (*,B) ~ D =
—1
—1

Ejercicio 4.1.17. Dadas Aj, A, By, By € M, (K) tal que A; ~ Ay y By ~ Bs.
Demostrar que:
Al ~ AQ

&N&}#m+&~@+&

Se demuestra buscando un contraejemplo. Sean:

00 00 00 0 1
w=(15) w=(vc) ==(V0) 2-(0o)
Es facil ver que A; ~ A,. Veamos ahora queiBl ~ By.

Sea f € End(R?) y sean B = {ej,es} y B = {é1,&} bases de R? tales que
By = M(f;B) y By = M(f;B).
e1—0
€y — €1

€1 — €9
es — 0

f:

Son semejantes, ya que si €1 = ey y €3 = e1, las dos matrices representan el mismo
endomorfismo respecto de distintas bases.
Por tanto, sabiendo que se dan las hipétesis,

00 01
A1+Bl_(20> A2+32_(1 0)

Es facil ver que A; 4+ By = Ay + By, ya que tienen rango distinto.!

!También se puede ver que tienen determinante distinto, o que la segunda es diagonalizable
(por ser simétrica) y la primera no.
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Ejercicio 4.1.18. Sea A, B € M3(R). Demostrar que no son semejantes (A = B).
1 00
1 10
011

En ambos casos, tienen el mismo polinomio caracteristico

Pi(\) = P(\) = (1 — \)°

1
0

— = O
_ o O

Por tanto, ambas matrices tienen como valor propio {1}. Veamos ahora la dimensién
del subespacio propio V; en cada caso.

0 00 000
rg(A—I)=rg| 0 0 0 | =1 rg(B—I)=rg| 1 0 0 | =2
010 010
Por tanto,

Valores Propios ‘ Matriz ‘ Mult. Alg. ‘ Mult. Geom.
A 1 3 3—1=2

B 1 3 3—2=1
Tabla 4.29: Valores propios con sus multiplicidades para cada matriz

Como tienen multiplicidades geométricas distintas para el mismo valor propio,
entonces no representan el mismo endomorfismo. Por tanto, no son semejantes.

Ejercicio 4.1.19. Sea A € M,(R). Estudiar los valores de a € R para los que la
matriz A es diagonalizable.

1 01 0
0 a 0 a
A= 1 010
0 a 0 a
1—A 0 1 0 —A 0 A 0
0 a— A 0 a F=R-r| 0 a—A 0 a Fy=F—Fy
Pa) =1 0 1—-X 0 - 1 0 1—-X 0 -
0 a 0 a— A\ 0 a 0 a— A
-2 0 A 0 -1 0 1 0
10 =X 0 A 2 0o -1 0 1 C4=C3+C1
1 0 1-—2M\ 0 1 0 1-—2X\ 0 N
0 a 0 a— A 0 a 0 a— A
-1 0 0 0 -1 0 0 0
_ 2 0 -1 0 1 Ci=CitC2 0 -1 0 0 _
o 1 0 2—\ 0 N 1 0 2—\ 0
0 a 0 a— A 0 a 0 2a — A\
-1 0 2—A 0
=\ 0 _1H 0 2@_)\‘:)\2(2—/\)(%—)\)

Por tanto, los valores propios son {0, 2,2a}.
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» Sia#{0,1}:
rg(A)=rg(A—-0-I)=2=dimVp=4—-2=2

Valores Propios ‘ Mult. Alg. ‘ Mult. Geom.

0 2 2
2 1 1
2a 1 1

Tabla 4.30: Valores propios con sus multiplicidades para a # {0,1}

Por tanto, para a # {0, 1}, A si es diagonalizable.

= Sia=0:
1010
rg(A) =rg(A—-0-1)=rg (1) 8 (1) 8 =1l=dimVy=4-1=3
00 0O

Valores Propios | Mult. Alg. ‘ Mult. Geom.
0 3 3
2 1 1

Tabla 4.31: Valores propios con sus multiplicidades para a = 0

Por tanto, para a = 0, A si es diagonalizable.

» Sia=1:
-1 0 1 0
0 -1 1 .
rg(A—21)=rg 1 0 -1 o =2=dimVo=4-2=2
o 1 0 -1
1 010
0101 .
rg(A) =rg(A—0-1)=rg L o010 =2=dimVp=4-2=2
0101

Valores Propios ‘ Mult. Alg. ‘ Mult. Geom.
0 2 2
2 2 2

Tabla 4.32: Valores propios con sus multiplicidades para a = 1

Por tanto, para a = 1, A si es diagonalizable.
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Ejercicio 4.1.20. Determinar los valores y vectores propios de las siguientes ma-
trices reales. ;Son diagonizables?

-1 1 1
1. A= 1 -1 1
1 1 -1
—1=A : ! c—circs | L ! F{=F\—F
Pa(A) = I —-1-x 1 D= I B S N | 1=
1 1 —1-A -A 1 —1-A
0 0 24\ y 1y
=2 —-1-x 1 :(2+)\)‘ 1 ‘:(2+/\)(2—>\(1+/\)):
-A 1 —1-A

=2+N(=N =242 =2+ N1 =N

Por tanto, A tiene dos valores propios: {—2,1}. Veamos sus multiplicidades
geométricas:

rg(A+2I)=rg =1l=dimV ,=3-1=2

—_ = =
—_ = =
—_ = =

Valores Propios ‘ Mult. Alg. ‘ Mult. Geom.
—2 2 2

1 1 1

Tabla 4.33: Valores propios con sus multiplicidades

Por tanto, A si es diagonalizable. Los vectores propios son:

T 1
Vi = m | €RP|(A=D| 22 | =0
T3 T3
1 -2 1 1 o
= z, |€RY[ 1 -2 1 Ty | =0
T3 1 1 —2 Z3
Ty =211+ w2+ 23=0
= T €R3 1 — 29 +23=0
T3 ZE1+I2—25L’3:O
T o 1
_ Lo GRS 2I1+$2+I3—0 —r 1
T, — 21‘2 + T3 = 0
T3 1
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T
Vg = Ty | €R?|(A+20) =0
T3
71 111 T
= s | €RP| 111 x| =0
T3 111 T3
X 0 1
= ) ER3‘$1+IE2+I3:0 =L 1 , -1
I3 -1 0
-1 1 0
2. B= -1 1
1 0 -1
—1-A 1 0
Pa(N) = 0 —-1-A 1 =—(1+)N*+1=

1 0 —1-2A
=N =3 -3 —1+1=-)N =3\ -3\= A\ +3)\+3)

A=9—-12<0=73 sol eR

Por tanto, el inico valor propio es {0} con multiplicidad simple. Por tanto, B
no es diagonalizable.

Los vectores propios son:

1 €

‘/0 = i) c R3 | B To =0
T3 T3
= z, |€RY|| 0 -1 1 s | =0
I3 1 0 —1 Zs3
T —.CEl—i-iCQ:O 1
= T €R3 —x9+23=0 =L 1
I3 Tr1 — T3 = 0 1

Ejercicio 4.1.21. Encontrar, si es posible, pares de endomorfismos de R*(R), uno
diagonalizable y otro no, que tengan los siguientes polinomios caracteristicos:

1. Py(\) = (1A

El endomorfismo diagonalizable tiene por matriz asociada:

M(va):

O O =
O = O
_ o O
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En este caso, es diagonalizable, ya que dimV}, =3 — 0 = 3.

El endomorfismo no diagonalizable tiene por matriz asociada:

M(f',B) =

o O =
S = O
=

En este caso, no es diagonalizable ya que dimV; =3 —1 =2 # 3.
2. Pr(N) =—(1=XN)2(14))

El endomorfismo diagonalizable tiene por matriz asociada:
0
0

1
M(f,By=1 0
0 -1

o = O

En este caso, es diagonalizable, ya que dimV} =3 —1 = 2.
El endomorfismo no diagonalizable tiene por matriz asociada:
11 0
M(f,By=( 11 0
00 —1

En este caso, f’ no es diagonalizable ya que dimV; =3 —2 =1 # 2.
3. Pr(A) =(1-N(\+1)

En este caso, solo hay un valor propio real, el {1}, ya que el término \? + 1
no tiene raices reales. Por tanto, como adema&s tiene multiplicidad simple,
el endomorfismo solo tendra un valor propio contado con multiplicidad, por
lo que no podréa ser diagonalizable. Por tanto, no es posible encontrar un
endomorfismo diagonalizable con ese polinomio caracteristico.

El endomorfismo no diagonalizable tiene por matriz asociada:
0
0

-1

M(f',B) =

o O =
O = O

Ejercicio 4.1.22. Probar que todo f € Endg(R?) | det(f) < 0 es diagonalizable.

Su polinomio caracteristico sera:
Pr(\) = X2 — tr(f)\ + det(f)

A = tr?(f) — ddet(f) > 0 <= tr*(f) > 4det(f) < tri# > det(f)
f

lo cual es cierto ya que ”24( L >0 > det(f). Por tanto, el polinomio caracteristico
tiene dos raices distintas, por lo que hay dos valores propios distintos. Como la
multiplicidad geométrica es menor o igual que la algebraica, el endomorfismo es

diagonalizable.
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Ejercicio 4.1.23. Estudiar si las siguientes matrices son semejantes entre si.

1 21 1 0 1 -1 2 -1
A=|20 2 A=|12 3 As=1| 2 0 2
1 21 11 -1 3 2 3
A Ay Ay
tr(A) | 2 2 2
d@t(A) 0 —6 0 Al’?"AQ/\AQ’)"AE}

Tabla 4.34: Resolucion usando propiedades de las matrices semejantes

Calculamos el polinomio caracteristico de Ay:

1-x 2 1 S 0 4 2-2)\
PyN=] 2 =X 2 |=/0 —-x 2 |=|0-Xx 2 |=
12 1-2) A2 1-2) A2 1-)
=AB+A2—=N) = A(=N+22+8) = - AA—4)(A+2)

Calculamos el polinomio caracteristico de As:

—1-x 2 -1 —A 2 -1 0 4 2-2X
PaN=| 2 =X 2 |=]0 =x 2 |=|0-x 2 |=
3 2 3-)\ A2 3-) A2 3-—2A

=AB+A2—=N) = A=A +22+8) = —A(A —4)(A +2)
Por tanto, ambas matrices tienen como valores propios: {—2,0,4}, por lo que

son diagonalizables y semejantes a

-2
D = 0
0

o O O
- O O

Por tanto, como A; ~ D AN D ~ Az, por ser ~ una relacién de equivalencia,
A1 ~ A3.

Ejercicio 4.1.24. Calcular A2 y A7 para la matriz

1 3 0
A= 3 -2 -1
0 -1 1

;3B € M3(R) | B> = A?
En primer lugar, vemos si A es diagonalizable.
1—A 3 0

PN =] 3 —2-X -1 |=—(1-=-X22Q+N)-(1-XN)—-91-)) =
0 S I

= —(1-=N((1=XN2+N)+1+9) = —(1 =N (=N =A+12) = (1= N)(A+4)(A-3)
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Por tanto, como tiene tres valores propios distintos {1,3, —4}, es diagonalizable.

Calculamos los suespacios propios.

xrq x
Vi={| 2 | eR|A=D| =
T3 x3
T 0 3 0
= z, | €RY|[ 3 -3 -1
T3 0 -1 0
T
_ 3 T9 =10
{ 2 €R 3%1—31’2—%3:0
T3
Iy T
Vi = T2 GR?"(A—SI) X9
XT3 xs3
T -2 3 0
= v, | €R¥||[ 3 -5 -1
T3 0 -1 -2
T
—2x1 + 329 =0
_ 3 1 2
- { 2 €R T2 + 2133 =0
T3
T sl
Vo= o | €ER®|(A+4D) | a9
T3 Zs3
1 5 3 0
= z, |eR¥|[ 3 2 -1
T3 0 -1 5
Iy
921+ 319 =0
_ 3 1 2
o T2 <R —T9 + 5$3 =0
I3

Por tanto, A es diagonalizable de la forma D = P~'AP, con:

0
0

1
D=1 0
0 —4

o w o

Por tanto, despejando A, A = PDP~!. Por tanto,

A2 = pp2p~1 con D' =

AT =PDP!, con D77 =
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B=+vA=PVDP™' con VD= (1) \93 8 eC
0 0 +—4
Por tanto, 3B € M3(R) | B> = A, ya que v/—4 ¢ R.
Ejercicio 4.1.25. Dada la ecuacién A? = 91:
1. Resolver en M5 (R).

Transformamos la ecuacién a [ = (%A)% Por tanto, buscamos B € Ms(R) |

B?=1.
. , 1 0
B:IQ (6] B:—IQ (6] BN2(O—1)
Por tanto, las soluciones de A? = 9I son A = 3B, para las B indicadas
previamente.

2. Resolver en M3(R).

Transformamos la ecuacién a I = (%A)2. Por tanto, buscamos B € M3(R) |

B?=1.

1 0 0 1 0 0
B=1I3; 6 B=-I3 6 B~ 01 0 6 B~ 0 -1 0

0 0 —1 0 0 -1
Por tanto, las soluciones de A2 = 91 son A = 3B, para las B indicadas

previamente.
Ejercicio 4.1.26. Sea la ecuacién A% = 0:

1. Resolver en M3(R):
Sea A= M(f;B), con f € End(R3) t.q. fo f=0.

Calculemos los valores propios. Si Ag es un valor propio de A,

Fu € R® — {0} | f(v) = dov == [(f(v)) = 0= f(Aov) = Ao f(v) = A\jv =
= 0= A\v = )y = 0 es el tinico valor propio posible.

Por tanto, Ay = 0 serd una raiz del polinomio caracteristico de f con multi-
plicidad algebraica mg > 1. Por tanto, la multiplicidad geométrica debe ser
Un) 2 1.

no = dim Ker(f) > 1 (4.1)

Ademés, como fof = 0= Im(f) C Ker(f),yaqueVf(v) € Im(f), f(f(v)) =0
= f(v) € Ker(f).

Im(f) C Ker(f) = dim Im(f) < dim Ker(f) = no (4.2)

Ademas, sabemos que

dim Ker(f) +dimIm(f) =3 (4.3)

2En los dos primeros casos, no hay mds matrices semejantes a ellas, ya que B = T
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= Supongamos ng = 3:
Como dim Ker(f) =3 = Ker(f)=R*= f=0= A=0

= Supongamos ny = 1:
Por la Ec. 4.3, dim I'm(f) = 2, pero por la Ec. 4.2, 2 < 1, lo que es una
contradiccion.

= Supongamos ny = 2:
Por la Ec. 4.3, dim I'm(f) = 1. Sea B = {ey, 2, e3} base de R3. Sea {e}
la base de I'm(f). Ampliamos a una base {eq,e3} de Ker(f). Ademads,
definimos f(e;) = ey. Por tanto,

N
|
-
=
S~—
|
or o
oo o
oo o

Por tanto, las soluciones de la ecuacién A% = 0 son®:

A=0 6 A~

o = O
o O O
o O O

2. Resolver en My (R):
Seguimos un razonamiento analogo al apartado anterior.

= Supongamos ny = 4:
Como dim Ker(f) =4= Ker(f)=R'= f=0= A=0

= Supongamos ny = 1:
Por la andloga a la Ec. 4.3, dim Im(f) = 3, pero por la Ec. 4.2, 3 < 1, lo
que es una contradiccion.

= Supongamos ng = 3:
Por la andloga a la Ec. 4.3, dim I'm(f) = 1. Sea B = {ej, €9, €3, ¢4} base
de R%. Sea {ey} la base de I'm(f). Ampliamos a una base {es, e3,¢e4} de
Ker(f). Ademas, definimos f(e;) = ey. Por tanto,

OO = O
o O O O
o O O O
o O O O

= Supongamos ny = 2:
Por la andloga a la Ec. 4.3, dim Im(f) = 2. Sea B = {ej, €2, €3, ¢4} base
de R%. Sea {e3,es} la base de Im(f) y de Ker(f). Ademés, definimos
f(er) = es, f(e2) = ey. Por tanto,

0000
. - 0000
0100

3En este caso se dice que solo hay una clase de semejanza
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Por tanto, las soluciones de la ecuacién A% = 0 son, con 2 clases de semejanza,

0000 0000
, 1000 0000

A=0 © A~1 000 0 © A~11 00 0
0000 0100

3. Resolver en My (R):
Seguimos un razonamiento analogo al apartado anterior.

= Supongamos ng = 2:
Como dim Ker(f) =2 = Ker(f)=R*= f=0= A=0
= Supongamos ng = 1:
Por la andloga a la Ec. 4.3, dim Im(f) = 1. Sea B = {e;, €5} base de R

Sea {ey} la base de Im(f) y Ker(f). Ademds, definimos f(e;) = ey. Por
tanto,

A=misin)= (] 0)

Por tanto, las soluciones de la ecuacién A? = 0, con 1 clase de semejanza, son:

, 0 0
A=0 0 A~(10>

Ejercicio 4.1.27. Resolver la ecuacién f3 = f € EndgR™.
Calculemos los posibles valores propios. Si Ag es un valor propio de f,

Jv € R® — {0} | f(v) = dov = F2(v) = Ngv = \jv = \ov =
= \j = \g => Ao = {—1,0,1} son los posibles valores propios.
» Caso 1: f € Aut(R")

Como f3 = f = f(f* — Id) = 0. Ademsds, como f es biyectiva, 3f~*. Por
tanto, las soluciones son f2 = Id.

Por tanto, las soluciones tomando A = M (f, B) son:

1

T VeEces

A~ ,conrystalquer+s=n

S veces

—1

» Caso 2: f no biyectiva. Es decir, ker(f) # {0}
Sea v € Ker(f)NIm(f)—{0}

e JweV| f(w)=v
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o f(0)=0

Por tanto, f?(w) = 0 = f3(w) = f(0) = 0 = f3(w) = f(w) = 0. Por
tanto, como f(w) = v =0 = v = 0. Pero v # 0, por lo que llegamos a una
contradiccién. Por tanto, Ker(f) N Im(f) ={0}. En conclusién,

Ker(f)®Im(f)=V

La restriccion h := f|rnp) : Im(f) — Im(f) tiene nicleo trivial.
Ker(h) = {0}

Por tanto, nos referimos al apartado anterior, ya que la restriccién h es un
automorfismo.
Por tanto, existe una base de Im(f) {ey,...,e.} t.q. f(e;) = £e; Vi.

Sea {€,41,...,e,} base de Ker(f). Por tanto, {e1,...,€,,€41,...,€,} €8 una
base de V. Por tanto, f es diagonalizable.

Por tanto, las soluciones tomando A = M (f, B) son:

1

T VECES

y veces

A~ conz,y,t|rz+y+t=n

t veces

Ejercicio 4.1.28. Sea f € End(R?) que respecto a la base usual B, tiene la matriz

asociada
l1+a —« Q

M(f,B,))=A=| 24+a —a a-1
2 —1 0

1. Estudiar para qué valores de a € R la matriz es diagonalizable.

1+a—A e o 1l+a— ) — 0
PN =| 24a —a—-X a-1|=| 24+4a —-a—-XA —-1-X|=
2 —1 -\ 2 -1 —1—=A
1+a—X - 0
= a l—a—Xx 0 |=—(4n|tteA 1__0‘_A =
9 1 —1-) @ @

=—(1+N)[1=-A+a)1-A-a)+a’ ] =—1+ N [1-N)* -’ +a°] =
=—(1+A)(1-N)?
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Por tanto, independientemente del valor de «, los valores propios son: {1, —1}.
Veamos la multiplicidad geométrica del 1:

a —a a
rg(A—I)=rg| 24+a —a—-1 a-1
2 —1 -1

Calculamos el rango mediante determinantes.

o — a 1 —1 1
det(A-1I)=|24+a —a—-1 a—-1|=a|24+a —a—-1 a—-1|=
2 -1 -1 2 —1 -1
1 -1 0 1 -1 0
=a|l24+a —a—1 -2 |=ajla —a 0 |=a-0=0
2 -1 -2 2 -1 =2
g :? =—a+t2a0=a=0<«<=a=0

= Para a # 0:
Sia#0=rg(A-I)=2=dimV; =3-2=1.

Valores Propios ‘ Mult. Alg. ‘ Mult. Geom.
1 2 1
-1 1 1

Tabla 4.35: Valores propios con sus multiplicidades para a # 0

Por tanto, para a # 0, f no es diagonalizable.

» Para o = 0:

0 0 0
rg(A—I)=rg| 2 -1 -1 | =1
2 -1 -1

Comorg(A—I)=1=dimV; =3-1=2.
Valores Propios ‘ Mult. Alg. ‘ Mult. Geom.

1 2 2

—1 1 1

Tabla 4.36: Valores propios con sus multiplicidades para a =0

Por tanto, para a = 0, f si es diagonalizable.

2. Diagonalizar f dando la matriz de cambio de base.
Diagonalizamos para para a = 0, ya que es el unico valor para el cual f es
diagonalizable.
0 O
0 -1
-1 0

M(f,B,) =A=

NN —
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T T
Vi = vy | €ERP|(A-D)| 2 | =0
T3 Z3
xT1 0 0 0 T
= T, | €RY|[ 2 -1 -1 T2 | =0
T3 2 -1 -1 T3
Ty 0 1
= T2 €R3|2[L‘1—1‘2—1’3:0 =L —1 , 1
1 1
1 T
Vfl— i) ERSI(A—F[) i) =0
T3 T3
T 2 0 0 T
= z, | €R)[ 2 1 -1 Ty | =0
T3 2 -1 1 T3
T
_ 3 r1 =0 _
{ 2 €R 2$1+$2—Z’3:0 =L (
I3
Por tanto, D = P~1AP, con:
1 0 0 10
D= 01 O P = —1 11
0 0 —1 11

siendo D = M (f,B’) la matriz asociada a fy P = M(B',B,) la matriz de
cambio de base.

Ejercicio 4.1.29. Sea f € End(V'). Probar:

1. f(Vy) = V), para todo valor propio A # 0.

Demostracion. Veamos en primer lugar que f(Vy) C Vy:
Vi) € f(Va), f(v) = v e Vi = f(Va) C Vi (4.4)

donde hemos usado que A es un escalar y que V) es un subespacio vectorial,
por lo que es cerrado para el producto por escalares.

Veamos ahora que tienen la misma dimension.
Ker(Vy) ={veVy| =0} ={0}, yaque A #0
dim Im(V)) = dim V), — dim Ker(V)) = dim V), (4.5)
Por tanto, por las ecuaciones 4.4 y 4.5,

JW\)=Va  VA#O
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2. f € Aut(V) <= 0 no es un valor propio de f.

Demostracion. Procedemos mediante doble implicacion:

—>) Suponemos f automorfismo.
Por tanto, f es homomorfismo, por lo que Ker(f) = {0}. Por tanto,

PoeV {0} | flv)=0v=0

Por tanto, el 0 no es un valor propio de f.
<) Suponemos que el 0 no es un valor propio de f.
Entonces, Ker(f) = {0}, por lo que f es un homomorfismo.

Ademés, como dim Im(f) = dimV — dim Ker(f) = dimV, también es
un epimorfismo.

Por tanto, f es un isomorfismo, por lo que es un automorfismo.

]
3. Sea f € Aut(V). X es un valor propio de f <= A~! es un valor propio de f~1.

Demostracion. Procedemos mediante doble implicacion:

—>) Suponemos A valor propio de f.
En primer lugar, hay que destacar que como f es un automorfismo, y por
lo demostrado en el apartado anterior, A # 0.

Como A es un valor propio, Jv € V. — {0} | f(v) = Av.

(fTo ) =v= [T (f) =" () =A"(v) =v=

= f'(v) = A 'v = A\~! es un valor propio de f!

<=) Suponemos A\~! valor propio de f~!.
En primer lugar, hay que destacar que como f es un automorfismo, f=1
también lo es y, por lo demostrado en el apartado anterior, A=* # 0.

Como A~! es un valor propio, Jv € V. — {0} | f~!(v) = A" 1o,

(fof N =v=f(f"W)=fATv)=A"fv)=v=

—> f(v) = Av = A es un valor propio de f

]

Ejercicio 4.1.30. Sea f € End(R?) | nul(f) = 1. Probar que f es diagonalizable si
y solo si Ker(f)NIm(f)={0}.

Demostracion. Procedemos mediante doble implicacion:
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—) Suponemos f diagonalizable.
Como nul(f) = dim Ker(f) =1, sea {es} base de Ker(f).

fle2) =0
Amplio a una base de R? B = {ey, e}
f(er) = aey + bey

i =( 5 o)

Su polinomio caracteristico es: Pr(A) = A(A—a), por lo que tiene como valores
propios {0,a}.

Por el Teorema Fundamental de Diagonalizacion, como f es diagonalizable y
dim Vy = dim Ker(f) = 1, la multiplicidad algebraica del 0 mq = 1. Por tanto,

a#0

Veamos ahora el valor de Ker(f)NIm(f). Supongamos = € Ker(f)NIm(f):

xeKer(f):f(x)zo:(Z 8)(”’1>:(ax1):0:>

i) bl’l

— ar1=0=2;=0

wefm(f):>3y€R2|f(y)=fc:>(Z 8)(5;)=<Z§11>=(£2>:>

N ay1=0=1y; =0
by =19 = 25 =0

Por tanto, como z7 = xo = 0, 2 = 0 y por tanto Ker(f) N Im(f) = {0}.
<=) Suponemos Ker(f)NIm(f) = {0}. Veamos que f es diagonalizable.
Veamos que V = Ker(f)® Im(f):
dim R? = dim I'm(f)+dim Ker(f) = dim(Im(f)+Ker(f))+dim(Im(f)NKer(f)) =
= dim(Im(f) + Ker(f))

Como Im(f) C R? y Ker(f) C R*> = Im(f) + Ker(f) C R?. Como adem4s,
tienen la misma dimensién, se da la igualdad, Im(f) + Ker(f) = R% Por
ultimo, como Ker(f) N Im(f) = {0}, la suma es directa.

Im(f) & Ker(f) = R?

Como dim Ker(f) =1, dim Im(f) = 1. Sea {ex} base de Ker(f) y {e1} base
de Im(f). Como es suma directa, la unién de las bases también es una base.
Por tanto, B = {e1, ez} es una base de R?.

fler) =aer, a#0  f(ea) =0 M(f§8):(8 8)

Por tanto, los valores propios del endomorfismo son {0, a}. Como a # 0, tiene
dos valores propios distinos. Por tanto, f es diagonalizable. O
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Ejercicio 4.1.31. Sea f € End(V) | f?> = f. Probar que
V = Ker(f)® Ker(f — 1y).
Deducir que f es diagonalizable.

Demostracion. Demostramos en primer lugar que Ker(f)NKer(f—1y) = {0}. Sea
ve Ker(f)ynKer(f —1y).

ve Ker(f)= f(v)=0
veKer(f—1y) = (f—1y)(v) =0= f(v) —v= f(v) =v

Por tanto, v = f(v) = 0= Ker(f) N Ker(f —1y) = {0}.
Veamos ahora que V = Ker(f) + Ker(f — 1y). Sea v € V:

v=uv—f(v)+f(v)
t1 \t;./

Veamos que ¢, = v — f(v) € Ker(f):
ft) = flv=f(v) = f(v) = f2(v) = fv) = f(v) = 0= t; € Ker(f)
Veamos que t, = f(v) € Ker(f — 1y):
(f = W)(t2) = (f = W) (f(v)) = f(v) = f(v) =0 = tr € Ker(f — 1v)
Por tanto, como V = Ker(f) + Ker(f —1y) y, ademas, son conjuntos disjuntos,
V = Ker(f) ® Ker(f — 1y)
Veamos ahora que f es diagonalizable:

f(t1) =0 SN t; es un vector propio. t; € Vj

( ()

f(t2) = f(f(v) = f(v) =t ), ty es un vector propio. ty € V)

Es facil ver que Vo = Ker(f)y Vi = Ker(f—1y). Por tanto, sea By = {vy, ..., v}
base de Vo = Ker(f) y sea By = {uy,...,u;} base de V} = Ker(f — 1y). By U B,
serda base de V' por ser suma directa, y ademéas todos sus elementos seran vectores
propios, por lo que sera diagonalizable.

(xx) Este razonamiento es véalido siempre que f # {Id,0}, ya que t; o ty serian
vectores nulos. Sin embargo, tanto f = I'd como f = 0 son diagonalizables. [

Ejercicio 4.1.32. Sea A € M,,(R) t.q. |A| < 0. Estudiar si 3B € M, (R) | B> = A.

Supongamos que si existe. Tomando determinantes,
|B%| = |A| = |B]* = |A| = |B]* < 0

Por tanto, llegamos a una contradiccién, ya que no podemos encontrar |B| € R. Por
tanto, 1B | B? = A.
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Ejercicio 4.1.33. Dada A € M,,(K), sea el espacio vectorial v C M,,(K) dado por:

v={p(A) | p € K[A}

Demostrar que dimv < n.

Demostracién. Como dim M,,(K) = n? = dimv < n%.
Aplicando el Teorema de Cayley-Hamilton,

Py(A)=0=4A"+c, A" '+ -+ At 1

Por tanto, A" es combinacién lineal de {I, A, ..., A" 1}.
Divido p(A) un polinomio cualquiera entre P4(A):

p(A) = PaN)gA) +r(A)  grd(r) <n

0
Por tanto, p(A) = W +r(A).

Por tanto, el subespacio v tiene como sistema de generadores {1, A, ... A" 1} =
— dimv < n O

Ejercicio 4.1.34. Sea A € M,(R) Cc M, (C).

1. ;Puede ser que sea diagonalizable en R pero no en C?
No, ya que M,,(R) € M, (C).

2. jPuede ser que sea diagonalizable en C pero no en R?
0

10

Si, y como ejemplo tenemos la matriz A = ( ), con polinomio carac-

teristico Pa(A\) = A2 + 1.

3. iPuede ser que sea no sea diagonalizable en R ni en C?
0

10

Si, y como ejemplo tenemos la matriz A = ( ), con polinomio carac-

teristico P4(\) = \?

Ejercicio 4.1.35. Sea A € M, (K) cuyos valores propios son {—1,1,2, —2} con
multiplicidad algebraica cualquiera. Calcular

rg(A+ 31).

Ao valor propio = [A — A\gI| = 0 = (A — \o!) no es regular.
Como el —3 no es un valor propio, entonces la matriz (A + 3I) es regular y, por

tanto,
rg(A+3I)=n

Ejercicio 4.1.36. Sea A € M, (R).

14+a 1 1
1 l+a ... 1
A= . . ,
1 1 ... 1+4a
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Estudiar para qué valores de a € R la matriz A es diagonalizable.

11 1
11 1
Sea B = .
1 1 ... 1

Por tanto, sea p(x) = z + a. Como A = B+ al = p(B), y B es diagonalizable
(ver Ej. 4.1.13) = A es diagonalizable Va € R.

Ejercicio 4.1.37. Sea f € End(V3(R)) que en cierta base tiene como matriz aso-

ciada
l1+a 14+a 1

A= —a —a -1
a a—1 0

Estudiar para qué valores de a € R, el endomorfismo f es diagonalizable.

l+a—X 14+a 1 1-Xx 1-X 0
PN =|A—=\| = —a —a—XN =1 |=| —a —a-X —-1]|=
a a—1 =X a a—1 =X
1I-Xx 0 O
=| —a X =1 |=10-2DN=-1)=>10-NA+D)A=1)=—-A+1)(A—-1)?
a -1 =X

Por tanto, los valores propios de f son: {1, —1}.

a 1+a 1 1+a

a 14+a 1 .
rg(A-=I)=rg| —a —a—-1 -1 | =rg|l 0O 0 O :{? S;afg
a a-1 -1 0 2 2 S
) B |1 sia#0
Por tanto, dlm‘/l—?)—rg(A—])—{ 9 sig—0

Valores Propios ‘ Mult. Alg. ‘ Mult. Geom.

-1 1 1
1 sia#0
1 2 {2 sia=0

Tabla 4.37: Valores propios con sus multiplicidades

Por tanto, se puede ver que f solo es diagonalizable si a = 0.
Ejercicio 4.1.38. Sea A € M,,(K). Demostrar que Ip(A\) € K[\] | p(A) = A~L.
Demostracion. Usando el Teorema de Cayley-Hamilton:
Py(A) = 0= (—=1)"A" + (=1)"""r(A) A" + .ty A+ det(A)]
Como A es regular, 3A~!. Multiplicando por A1,
ATTPA(A) =0 = (—1)"A" 4+ (=) Ur(A)A 2 4 - F A+ o] + det(A)AT?
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Despejando A1,

—det(A)A™ = (=1)"A" T+ (=1)" (A AP+t A+ o] =
(—1)"A 4+ (1) M (A)A" 2 4+ A+ ol

— A=~

det(A)
donde he podido despejarla ya que det(A) # 0 por ser regular. Por tanto, he despe-
jado el polinomio A™! en funcién de A, teniendo asi el polinomio buscado. n

Ejercicio 4.1.39. Encontrar una matriz A € M, (R), siendo n par, tal que no tenga
ningin valor propio.

0 —1
1 0

. Al 0O . .
La matriz Ay, = (TI‘A—) tampoco tiene valores propios reales, ya que su
1

polinomio caracteristico es Pa,(A) = Pa, (X\)Pa, (A), que tampoco tiene raices reales.
Por tanto, la solucion es:

La matriz A, = no tiene valores propios reales.

Al 00
A= ol .10
0] 0 |A

ya que Pa(A) = Pa,(A) ... Pa,(N).
Ejercicio 4.1.40. Sea A,C € My(K) tal que A = AC — CA. Demostrar que
A2 - 02.

Veamos en primer lugar que tr(A) = 0:
tr(A) =tr(AC — CA) = tr(AC) —tr(CA) =0
Por el Teorema de Cayley-Hamilton:
Py(A) =0 = A% — tr(AA + det(A)] = A? + det(A)] = A? = —det(A)I
Ademas, tenemos:
A? = A(AC — CA) = A’C — ACA (4.6)
A? = (AC — CA)A = ACA — CA? (4.7)
Sumando las ecuaciones 4.6 y 4.7,
2A* = A’C — CA® = —det(A)IC + Cdet(A)] = 0 = A* =0,
Ejercicio 4.1.41. Sea A € M3(R) | A*> = 0;. Demostrar que A? = 0.

Por el Teorema de Cayley-Hamilton,

Py(A) =0 = A —tr(A)A+det(A)] = Ag—tT(A)A2+det(A)A — 0= A% — A%

Veamos el valor de det(A) :
0= |4 =|AP = |A| =0
Por tanto, A2=A-0=0.
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Ejercicio 4.1.42. Sean A, P, € M3(R) tal que

PUAP = Q'AQ = ( 3 % )

Demostrar que entonces las columnas de P son proporcionales a las columnas de Q).
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4.2. Formas bilineales simétricas y formas cuadrati-
cas.

Ejercicio 4.2.1. Sea g una métrica en un espacio vectorial V2(R) que respecto de
la base B = {e1, ea} viene dada por la matriz M(g;, B) = A;. Clasificar la métrica
en cada caso (= calcular nulidad e indice).

0 1 0 1 11
w=(Va) w=(0) w-(0)
1 1 1 2 1 =2 1 =2
w-(i b)) ee(0d) a (L) (L)
01
s (0)

Tenemos que rg(A;) = 2 = Nul(g1) = 0. Por tanto, por el Teorema de

Sylvester,

1 1 -1
AlNc< _1> 0 AINC( 1) 0 AINC( _1)
Tenemos también que |A;| = —1. Como el signo del determinante es un inva-

riante, concluimos que:

1
AINC( _1)

Por tanto, concluimos que Nul(gy) =0y Ind(g,) = 1.

01

Tenemos que rg(As) = 2 = Nul(g2) = 0. Por tanto, por el Teorema de

Sylvester,

1 1 -1
(1) e () e ()
Tenemos también que |Az| = —1. Como el signo del determinante es un inva-

riante, concluimos que:

1
AQNC( _1)

Por tanto, concluimos que Nul(gs) =0y Ind(g:) = 1.

11

Tenemos que rg(A3) = 1 = Nul(gs) = 1. Por tanto, por el Teorema de

Sylvester,
1 —1
(1)) ()
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Considerando U = L{ey}, tenemos que gy es definida positiva. Por tanto,
como dimU = 1, tenemos que k > 1, siendo k el nimero de 1 de la matriz
asociada a la base de Sylvester. Por tanto,

1
()

Por tanto, concluimos que Nul(gs) =1y Ind(gs) = 0.

1 1
v (1)

Tenemos que rg(Ay) = 2 = Nul(gs) = 0. Por tanto, por el Teorema de

Sylvester,

1 1 -1
() () e ()
Tenemos también que |A4| = —2. Como el signo del determinante es un inva-

riante, concluimos que:

1
A4NC( _1)

Por tanto, concluimos que Nul(gy) =0y Ind(gy) = 1.

1 2

Tenemos que rg(As) = 2 = Nul(gs) = 0. Por tanto, por el Teorema de

Sylvester,
1 1 -1
A5N0< _1> 0 A5Nc( 1> O A5Nc( _1)
Tenemos también que |As| = —1. Como el signo del determinante es un inva-

riante, concluimos que:

1
A5NC( _1)

Por tanto, concluimos que Nul(gs) =0y Ind(gs) = 1.

1 -2
oa-(f )

Tenemos que rg(Ag) = 2 = Nul(gs) = 0. Por tanto, por el Teorema de

Sylvester,
1 1 —1
Tenemos también que |Ag| = —1. Como el signo del determinante es un inva-

riante, concluimos que:

1
(')

Por tanto, concluimos que Nul(gs) =0y Ind(gs) = 1.
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1 -2
a2

Tenemos que rg(A;) = 2 = Nul(g;) = 0. Por tanto, por el Teorema de

Sylvester,
1 1 —1
A7Nc< _1> O A7Nc( 1> O A7Nc( _1)
Tenemos también que |A7| = —7. Como el signo del determinante es un inva-

riante, concluimos que:

1
()

Por tanto, concluimos que Nul(g;) =0y Ind(g7;) = 1.

Por tanto, tenemos que:

A; = M(gi;B) | Nul(g:) | Ind(g)
g1 0 1
go 0 1
g3 1 0
7 0 ] (4.8)
gs 0 1
Js 0 1
gr 0 1

Ejercicio 4.2.2. Referidas a las matrices del ejercicio anterior,

1. Estudiar cuéles de estas matrices son congruentes.

Haciendo uso de que ~,. es una relacion de equivalencia, tenemos que:
Ai ~e Aj \V/l,j%i)) Ag e Az A

2. Estudiar cuédles de las métricas anteriores son isométricas.

Como dos matrices isométricas equivale a que sean congruentes, tenemos el
mismo resultado que en el apartado anterior.

Ejercicio 4.2.3. Para cada una de las métricas anteriores construir, a partir de la
base B = {e1, 2}, una base de Sylvester B?.

0 1

Tenemos que:
1
Al ~c ( -1 ) = M(gbBlS)
Busco ahora un vector ¢; de cuadrado no nulo. Sea é; = (1,1)k = e; + ea.
gi(er,€1) = gi(er + ez, e1 + ea) = gler, e1) + glea, e2) + 2g(er,e2) =2 #0
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Busco ahora e, L €.

g1(é2,62) = g1(—e1 +e2, —e1 +e2) = g(er,e1) + g(ez, e2) —2g(er,e2) = =2 # 0

Por tanto, tenemos que, dado B = {é1, &} = {e; + €2, —e1 + €3},

M(gy,B) = ( ’ _2)

Por tanto, la base de Sylvester es:

Calculamos sus imagenes:

€1 € 1 o 1
V=, T = = —_— 676 :—-2:1
g1<\/§ \/5) 7(6, ) 2

9 (%’ %) = L2 -1(€2,€2) = % (=2) = -1

Efectivamente, tenemos que:

M8t = (1)

01

Tenemos que:
1
AQNC( _1):M(92,B§)
Busco ahora un vector €; de cuadrado no nulo. Sea é; = (0, 1)% = €.
g2(€1,€1) = galez,e2) =1 #0
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Busco ahora e, L €.

(

(& 1
() evian(s)-
(o) evimem=of=c{(7)]

g2(€2,62) = ga(—e1+ea, —e1+ea) = ga(ey, e1)+ga(ea, e2)—2¢g2(e1,€3) = 0+1-2 = —1#0

Por tanto, tenemos que, dado B = {é1, &} = {ea, —e1 + €3},

M(gs, B) = ( ! _q )

Por tanto, la base de Sylvester es:

11
oa- (1)

Tenemos que:

By =B ={é1,6}={e—e1 + e}

1
A3NC( 0>:M<g37835>
Busco ahora un vector é; de cuadrado no nulo. Sea €; = (1,0)% = €.
gs(e1,e1) = gs(er,e1) =1#0

Busco ahora é; € Ker(gs).

Ker(gs) ={v eV | gs(w,0) =0 VYueV}=
{(2)evia(i) o}

()= (n)-

{(2>evml+x2=0}:£{
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Por tanto, tenemos que, dado B = {é1, &} = {e1, —e1 + €2},

M(gs, B) = ( ! O)

Por tanto, la base de Sylvester es:

1 1
a1

Tenemos que:

Bg = B = {él,ég} = {61, —e1 + 62}

1
A4Nc( _1):M(g47821g)
Busco ahora un vector é; de cuadrado no nulo. Sea €; = (1,0)% = e.
ga(€1,€1) = ga(er,e1) =1 #0

Busco ahora ¢, L €.

<61>L={UEV|g4(€1,U)=0}={(il>€V|€1tA4(il)=0}

(o
(o) evian(z)=of
(o)

g1(€2, &) = ga(—e1+ea, —e1+ez) = galer, e1)+ga(es, e2)—2g4(e1,2) = 1-1-2= -2 #0

Por tanto, tenemos que, dado B = {é1, e} = {e1, —e1 + ea},

> 1
M(g4>B) = ( -9 )
Por tanto, la base de Sylvester es:

2 —e1 +
e 2257)

1 2
- (12)

Tenemos que:

1
A5Nc( _1):M(957B:5g)
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Busco ahora un vector é; de cuadrado no nulo. Sea é; = (1,0)k =
gs(€1,€1) = gs(er,e1) =1 #0

Busco ahora ey L €.

<€1>L:{U€V|g5(€1,v):0}:{(xl>€V|€1tA5(x1):0}
T T2

Jevioa(z) -1
)

Por tanto, é; = (2, —1)k = 2e; — es.

g5(€2,€2) = g5(2e1 — e9,2e1 — e2) = g5(2e1,2e1) + gs(ea, e2) — 2g5(2e1, €2) =
= 2295(61, 61) + 95(62, 62) - 2295(61, 62) =22+3-2°=-1

Por tanto, tenemos que, dado B = {é;,é} = {e1,2e; — s},

M(gs, B) = (1 _1)

Por tanto, la base de Sylvester es:

1 -2
oa-(f )

Tenemos que:

B =B={e,é} = {e,2e — e}

1
Ao (1)) = Mo )
Busco ahora un vector é; de cuadrado no nulo. Sea é; = (1,0)k =
go(€1,€1) = ge(e1,e1) =1 #0

Busco ahora e, L €.

<€_1>J‘:{U€V|gg(e_1,v):()}:{(i;)EV‘e_ltAG(ii):()}
- ) e (L ) () )

Jevioan()-

2>€V\x1—2x2—0} .c{( )}

107



Geometria 11 4.2. Formas bilineales simétricas y formas cuadraticas.

Por tanto, é; = (2,1)k = 2e1 + ea.

gs(€2,€2) = gs(2€1 + ea,2e1 + e2) = go(2e1,2€1) + go(ez, €2) + 2g6(2e1, €2) =
= 22g6(€1, 61) + 96(62, 62) + 22g6<€1, 62) = 22 + 3 + (—2)3 = —1

Por tanto, tenemos que, dado B = {é1, &} = {e1,2e; + €2},

M (ge, B) = ( ! _1>

Por tanto, la base de Sylvester es:

1 -2
e ()

Tenemos que:

Bég = B = {61,52} = {61,261 + 62}

1
A7~ ( 1 ) :M(g%B?)
Busco ahora un vector é; de cuadrado no nulo. Sea €; = (1,0)% = e.
gr(€1,61) = gr(er,en) =1 #0

Busco ahora e, L €.

Por tanto, é; = (2,1)k = 2e; + ea.

g7(€2,€2) = g7(2e1 + e2,2e1 + €2) = g7(2e1,2e1) + gr(ea, e2) + 297(2€1, €2) =
= 22g;(e1,e1) + gr(ea, e2) + 2%g7(e1,€2) =22 — 3 — 28 = -7

Por tanto, tenemos que, dado B = {é1, &} = {e1, 2e; + €2},

M (g7, B) = ( ! _7>

Por tanto, la base de Sylvester es:

2 2e; +
oo 23
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Ejercicio 4.2.4. Sea g una métrica en un espacio vectorial V3(K), K =R o K = C,
que respecto de la base B = {ey, €3, e3} viene dada por la matriz M(g;; B) = A;.

0 01 011 1 11
Ai=[o0 10 A= 111 As=1 11 0
1 00 110 1 00
011 1 11 1 01
A=1101 As=1 111 As=1 0 1 0
1 10 1 11 1 01
1. Clasificar la métrica en cada caso.
0 01
o) Ai=[0 10
1 00
Tenemos que rg(A;) =3 = Nul(g;) = 0. Ademads, tenemos que
|A;| = —1. Por tanto, por el Teorema de Sylvester,
1 -1
A1 ~e 1 (€] Al ~e -1
—1 —1

Si fuese el segundo caso, tendriamos que g; seria definida negativa. No
obstante, vemos que g(es, e2) = 1 > 0. Por tanto, no puede ser definida
negativa, por lo que nos encontramos en el primer caso.

1
Al ~e 1
—1

Por tanto, concluimos que Nul(g;) =0y Ind(g;) = 1.

01 1
Ay=1| 1 1 1
110

Tenemos que rg(As) = 3 = Nul(gs) = 0. Ademds, tenemos que |As| = 1.
Por tanto, por el Teorema de Sylvester,

1 1
AQ ~e 1 O AQ ~e _1
1 -1

Si fuese el primer caso, tendriamos que g9 seria definida positiva. No
obstante, vemos que g(ej,e1) = 0 % 0. Por tanto, no puede ser definida
positiva, por lo que nos encontramos en el segundo caso.

1
AQ ~e —]_
—1

Por tanto, concluimos que Nul(gs) =0y Ind(gs) = 2.
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c)

1 11
As=1 11 0

1 00
Tenemos que rg(As) = 3 = Nul(g;) = 0. Ademas, tenemos que
|As| = —1. Por tanto, por el Teorema de Sylvester,

1 —1
As ~, 1 0 Az ~, —1
—1 —1

Si fuese el segundo caso, tendriamos que g3 seria definida negativa. No
obstante, vemos que g(e;,e1) = 1 £ 0. Por tanto, no puede ser definida
negativa, por lo que nos encontramos en el primer caso.

1

As ~, 1
-1

Por tanto, concluimos que Nul(gs) =0y Ind(gs) = 1.

01 1
A= 10 1
110

Tenemos que rg(Ay) = 3 = Nul(g4) = 0. Ademds, tenemos que |A4| = 2.
Por tanto, por el Teorema de Sylvester,

1 1
A4 ~e —1 O A4 ~ec 1
—1 1

Si fuese el segundo caso, tendriamos que g, seria definida positiva. No
obstante, vemos que g(eg, e2) = 0 % 0. Por tanto, no puede ser definida
positiva, por lo que nos encontramos en el primer caso.

1

Ay~ -1
—1

Por tanto, concluimos que Nul(gs) =0y Ind(gs) = 2.

1 11
As=|( 1 1 1
1 11

Tenemos que rg(As) = 1 = Nul(gs) = 2. Por tanto, por el Teorema de
Sylvester,

A5 ~e 0 (¢} A5 ~e 0
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Sea U = L{e1}. Como g5, es definida positiva, entonces tenemos que
k > 1, con k el nimero de 1 en la matriz asociada a la Base de Sylvester.
Por tanto, nos encontramos en el primer caso.

1
A5 ~e 0

Por tanto, concluimos que Nul(gs) = 2y Ind(gs) = 0.

1 01
Asg=1 0 1 0

1 01
Tenemos que rg(Ag) = 2 = Nul(gs) = 1. Por tanto, por el Teorema de
Sylvester,

1 —1 1
AG ~e 1 O A6 ~e -1 O AG ~e -1

Sea U = L{e1,e2}. Como gg;; es definida positiva, entonces tenemos que
k > 2, con k el nimero de 1 en la matriz asociada a la Base de Sylvester.
Por tanto, nos encontramos en el primer caso.

1
AG ~e ]_

Por tanto, concluimos que Nul(gs) =1y Ind(gs) = 0.

Por tanto, tenemos que:

gi | Nul(g;) | Ind(g;) si K =R | Ind(g;) si K=C
g
g2
gs
g4
gs
Je

N O O oo

S S
1 0
2 0
1 0 (4.9)
2 0
0 0
0 0

2. Estudiar cuales de las métricas son congruentes entre si.

Haciendo uso de que ~. es una relacién de equivalencia, tenemos que:

Para K =R: g1 ~. g3 g2 ~¢ Ga
Para K = C: g; ~. g; Vi,j=1,...,4

3. Construir, a partir de la base B, una base de Sylvester en cada caso.
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CL) Al

I
— o o

Tenemos que Nul(A;) = 0. Buscamos ¢; € V3 | gi(é1,61) = 1. Sea
€1 = (O, 170)t = €3.

1 x1
<a>={veV|gla,v)=0}= zy | €V I]atA | 2 | =0
T3 T3
I 0 0 1 I
= Lo €V|(0,1,0) 010 T2 =0
I Al
= o | €V 1](0,1,0)| 2o | =0
T3 I3
T 1 0
= T2 eEVi]z=0p=L 0 , 1 O
T3 0 1

Como necesito cuadrado no nulo, sea ahora é; = (1,0,1)" = e; + e3.

g1(€2,€2) = g(er,e1) + gles, es) + 2g(eq, e3) = 2

1 x
<g>={veV|glegv)=0}= Ty | €V I]&'A | 2 | =0
T3 T3
I 0 0 1 I
= ) €V|(1,0,1> 010 ) =0
XT3 1 00 I3
T X1
= T9 €V|(1,0,1) To =0
T3 I3
T 1 0
= zo | €V +a3=0)=L 0 1
T3 -1 0

Como necesito cuadrado no nulo, sea ahora €3 = (1,0, —1)" = e; — es.
gi(es,€3) = gler, e1) + gles, e3) — 2g(eq, e3) = —2
Por tanto, dado B = {é1, é,¢3} = {ea, €1 + €3,€; — €3}, tenemos:

1
M(gb[;) = 2

Por tanto, la base de Sylvester es:

= Para K= R: By = { ey, s ezl
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» Para K= C: By = {627%’ 6\1/3823}

Tenemos que Nul(Az) = 0. Buscamos ¢, € V3 | ga(€1,61) = 1. Sea
€1 = (O, 1,0)t = €3.

T T
<a>t={veV|gpla,v)=0}= T | €VI]atAy | 22 | =0
T3
T 0
= T2 € % ’ (0, 1,0) 1
XT3 1

O =
S
(Y]
I
o

T3

1

1

1
T T
= ) €V|(1,1,1) T =0
T3 €3
T 1 0
= zo | €V +aa+a3=0p =L 0 , 1
T3 —1 -1

Como necesito cuadrado no nulo, sea ahora €3 = (1,0, —1)" = e; — es.

ga2(€2,6) = g(er,e1) + gles, e3) — 2g(ey, e3) = —2

X1 x

< €9 >J_ = {U eV | 92(6_2,1)) = 0} = T2 eV | e_QtAQ T2 =0
T3 T3

Ty 011 1

= T2 eV | (].,07 —1) 1 11 To =0
I3 1 10 I3
T sl

= 2 | €V ] (=1,0,1) [ 2 | =0
L3 T3
T 1 0

= Lo €V|—£I?1+5133:0 =L 0 , 1

T3
Por tanto, necesito que €3 € (< é; >+ N < & >1). Sea é3 = (1,-2,1)! =
€1 — 262 + €3.
011 1 1
gplena) =0,-210)[ 11 1 2 | =cno-n[ -2 | =-2
110 1 1

Por tanto, dado B = {é1, €, 3} = {ea, €1 — €3,€1 — 2e5 + €3}, tenemos:
1

M(QQaB) = —2
-2
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Por tanto, la base de Sylvester es:

= Para K=R: Bg = {62,

e1—e3 ej—2eaz+tes
V2 T V2 ’

e1—e3 e1—2estes

» Para K=C: BS = {Gg,ﬁ,T}.

11
C) Ag 11
10

O O =

Tenemos que Nul(As) = 0. Buscamos ¢, € V3 | gs(€1,¢61) = 1. Sea
= (1,070)t = €1.

T X
< € >L:{UEV]g3(e_1,v):0}: X9 €V|€_1t143 X9 =0
T3 Z3
T 1 11 1
= zo | €V I](1L,0,00f 1 1 0 o | =0
XT3 1 00 T3
L1 T
= ) €V|(1,171) T2 =0
T3 T3
T 1 0
= To EV|1’1—|—CEQ+$3:0 =L 0 , 1
XT3 —1 —1
Como necesito cuadrado no nulo, sea ahora é; = (1,0, —1)" = e¢; — es.
g3(€2,€2) = gler, e1) + gles, e3) — 2g(e1,e3) =1 +0 -2 = —1
1 x
<&>t={veV|glev)=0}= Ty | €V I]&'Az | 2 | =0
T3 x3
T 1 11 1
= zo | €V ](1,0,-1)[ 1 1 0 o | =0
XT3 1 00 I3
L1 T
= ) €V|(0,1,1) T2 =0
T3 T3
T 1 0
= xo | €EVi]xa+a3=0) =L 01, 1
T3 0 -1
Por tanto, necesito que €3 € (< é; >t N < é >1). Sea g3 = (0,1, —1)" =
€9 — €3.

93(€3,€3) = glez, e2) + g(es, e3) — 2g(ez,e3) =1+0-0=1
Por tanto, dado B = {é1, €3, €3} = {e1,e1 — €3, €5 — €3}, tenemos:

1
-1

M(Qs,B)
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Por tanto, la base de Sylvester es:

» Para K=R: Bg = {e1,e5 — e3,e1 —e3}.
= Para K=C: Bg = {61,62 — ez, %}
011
1 10
Tenemos que Nul(A4) = 0. Buscamos ¢; € V3
e = (]_, 170)t =e1 + ea.

| ga(€1,€1) # 0. Sea

ga(€1,€1) = gler,e1) + glea, e2) + 2g(er, e3) =2

T T
<a>t={veV|gula,v)=0}= T | €VI]a'Ay| 22 | =0
T3
T 0 1 1 I
= a Jeviaol 1 o1 2 | =0
I
— | 2 | eV(,1,2) —0
T3
T 1 0
= T2 €V|ZL‘1+ZL’2+2I3:0 =L 1 s 2
T3 —1 —1
Como necesito cuadrado no nulo, sea ahora é; = (0,2, —1)" = 2e5 — e3.
93(€2,€2) = 2°g(ea, €2) + gles, e3) — 4g(ea, e3) = —4
T T
< €y >J' = {U eV | g4(€72,7}) = 0} = To eV | 672tA4 T =0
T3
W5} 0 1 1 T
= D) eV ’ (0,2, —1) 1 01 ) =0
Iy
= zy | €V ](1,-1,2) =0
T3
I 1
= T €V|$1—ZL’2+2ZE3:0 =L 1 s
T3 0
Por tanto, necesito que €3 € (< ¢ >+ N < & >1). Sea é3 = (2,0, —1)! =
261 — €3.
94(€3, €3) = 2°g(e1, e1) + g(es, e3) — 4g(er, e5) = —4
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Por tanto, dado B = {é1, €, ¢3} = {e1 + ea,2e5 — €3,2e; — e3}, tenemos:

2
M(g473) = —4
—4

Por tanto, la base de Sylvester es:

= Para K=R: Bg = {61+62 Zep—e3 2e1—es }

V20 2 2
s Para K=C: Bg = {61\—}_562, 2622263, 2812263 }
1 11
6) A5 = 1 11
1 11
Tenemos que Nul(As) = 2. Calculamos por tanto Ker(gs):
Ty
Ker(g5):{vEV\g5(v,u):0 VUEV}: EV|A5 T
x3
7 111 2
= ) eV | 1 11 i)
3 111 23
I 0
= ) €V|$1+$2+I3:0 =L 0 , 1
x3 -1 -1

Por tanto, sean é; = (1,0,—1)" y 3 = (0,1,—1)". Como pertenecen al
nucleo, son ortogonales a todos los demés vectores. Considero también
€1 = ey, teniendo que g(é1,€;) = 1.

Por tanto, dado B = {é1, é3,¢3} = {e1,e1 — €3, €5 — €3}, tenemos:

1
M (gs, B) = 0
0
B es la Base de Sylvester para K = C, R.
1 01
f) A4g=1{( 0 1 0
1 01

Tenemos que Nul(Ag) = 1. Calculamos por tanto Ker(ge):

x

K@T(QG)Z{UEV|96(’U,U):O VUJEV}: ) €V|A6 T
T3
1 1 01 1
= ) eV | 010 To
T3 1 01 T3
1 o 1
A w |ev| =0l _p 0
To = O
3 —1
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Por tanto, sea €3 = (1,0, —1)". Como pertenece al nicleo, es ortogonales
a todos los demaés vectores.

Considero también é; = e1,63 = ey, teniendo que g(é1,€1) = 1 = g(é, €3).
Ademas, podemos ver por la matriz Ag que e; L es.
Por tanto, dado B = {é1, é3,¢3} = {e1, €2, €1 — €3}, tenemos:
1
M(967 B) = 1

B es la Base de Sylvester para K = C, R.

Ejercicio 4.2.5. Dado a € R, consideramos la matriz simétrica real

00 01
0 alO0
Ao = 01 a1l
1 011

1. Clasificar la clase de congruencia de la matriz en funciéon de los valores de a.

Tomamos A, = M(g, B), para determinado B = {ey, €2, €3, €4}.

00 01 00 1
0a 10 a 1 ,
|Aa| = =—lal0|=- = —a’+1 =0 <= a = %I
01 a1 1 1 1 a
1011 ¢
a) Para a > 1:
Tengo que |A,| < 0. Por tanto,
1 1
1 -1
Aa ~c 1 o Aa ~ec 1
-1 -1

No obstante, dado U = L{es, e}, la restriccion de g a U es definida
positiva, por lo que en la diagonal de la matriz asociada a la base de
Sylvester habra, como minimo, 2 unos. Por tanto, nos encontramos en el
primer caso.

1
Aa ~ec

b) Para a = 1:
Tengo que |A,| = 0. Ademds,

—_ = =

110
11 1]=1-1-1=-1
011

117



Geometria 11 4.2. Formas bilineales simétricas y formas cuadraticas.

Por tanto, tengo rg(A;) = 3, es decir, Nul(A4;) = 1.
Ademads, dado U = L{ey, e4}, tenemos que:

M(gu,B) = (é ?)

Por tanto, gy es definida positiva, por lo que en la diagonal principal de
la matriz asociada a la base de Sylvester habra, como minimo dos 1.

Por tanto,
Al ~c o Al ~c

No obstante, tenemos lo siguiente:
gler —eq,eq—e)) =0+1—-2-1=-1

Por tanto, vemos que g no es semifidefinida positiva, por lo que A; tam-
poco. Por tanto, tenemos que:

1
1
Al NC _1
0
c) Para —1 <a < 1:
Tengo que |A,| > 0. Por tanto,
1 -1
1 -1
Ag ~e 1 o Ag~e 1 o
1 -1
1
1
o Azz ~ec 1
-1
Como g(ej,e; = 0), g no es definida positiva ni negativa. Por tanto,
estamos en la tercera opcion:
1
1
Aa ~c 1
-1
d) Para a = —1: Tenemos que:
0 0 0 1
0 -1 1 0
Aa=19 1 11
1 0 1 1
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Tengo que |A_;| = 0. Ademés,

-1 1 0
1 -1 1|=1+1-1=1
0 1 1

Por tanto, tengo rg(A_1) = 3, es decir, Nul(A_;) = 1.
Como g(ey, eq) = 1, tenemos que al menos hay un 1 en la matriz asociada
a la base de Sylvester. Consideramos ahora U = L{ea, €3, €4}.

-1 1 0
0 1 1

Como |Ay| = 1, y sabemos que g es no degenerada e indefinida, tenemos
que:
1
—1
Por tanto, Ind(Ay) = 2, por lo que existe un plano W C U subespacio de
U= L{eye3,e4} tal que la restriccion a ese plano es definida negativa.

Por tanto, como U C V, tenemos que existe un plano W C V subespacio
de V tal que la restriccién a ese plano es definida negativa.

Por tanto, tenemos que Ind(g) =2 y:

1
-1

A—l NC _1

Para a < —1:
Tengo que |A,| < 0. Como el determinante es un invariante, tenemos que:

Ademds, sea U = L{eq, e3}.

a 1

la] =a <0 ) a‘:a2—1>0<:>a2>1<:>|a|>1

Por tanto, tenemos que la restriccién de g a U es definida negativa, por
lo que Ind(g) > 2. Por tanto,
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Por tanto,
Valor de a | Ind(g) | Nul(g)
a>1 1 0
a=1 1 1
—-l<a<1 2 0 (4.10)
a=—1 2 1
a<—1 3 0

2. Para cada a encontrar una matriz regular P tal que P'AP sea diagonal.

Nos estan pidiendo M (Bp; B), con Bp = {é1, és, €3, €4} base tal que M (g; Bp)
es diagonal; es decir, ¢; L e; Vi, j.

» Para a # 0:*
Sea €1 = eg, €5 = e4. Tenemos que é; L és.

Necesitamos calcular ahora é3 € V' | é3 L e; Aes L és.

<e >t ={veV|gle,v) =0}
r 7

— T2 1 eV (0,1,0,0)
T3

€
X2
xs3

Ly Xyq

00 1
a 0
1 a1
01 1

( I T
= | ev](a1,0) “)0}

T3 xs3
Xy Xyq

Ty
x
— >l eVi]ars+x3=0
T3

Ty

<é > ={veV]gle,v)=0}
( 1

— 2 1 €V (0,0,0,1)

xs

T
T2
Zs3
Ty

_ o O O
o~ O

Xy

1
0
1
1
( xrq xy
= leviaonLy| ® | =0
T3 x3
Ty Ty

L1
L2
= €V|ZL‘1+CL’3+ZL‘4:0
T3

Xy

\ Ve

4Empecé haciendo el razonamiento en funcién del apartado anterior, con a > 1. No obstante,
vi que este razonamiento es valido Va # 0.
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Por tanto, sea €3 = (1,0,0, —1)" = e; — ey4.

Necesitamos calcular ahora e, tal que e, L e; Aey L es Aey L es.

T X
s oL > P L2 -t T2 | _
<é > ={veV|gle,v)=0}= eV]eA, =0
L3 T3
Ty Ty
( T 0 0 0 1 T
. IQ 0 a 1 O .IQ -
= s eV 1](1,0,0,-1) 01 a1 s =0
[\ 74 1 011 Ty
( T x1
= 2 ev|(-1,0,-10)| “* | =0
T3 x3
L\ 4 Ty
p
L1
= T2 eV | r1+23=0
T3
\ l/r4
il ary + x3 = 0
Por tanto, v = ; cumple que: ¢ z1 + 23+ 24 =0
3 Ty + T3 = 0
Ty

Por tanto, sea é&; = (a, 1, —a,0)*. Comprobamos que Bp forma base:

0 0 1
0 1 a
ool 0 0 —a|=a#0
00 0 -—a 1 ~1 o
01 —1 0
00 1 a
10 0 1
P=M(Bp;B) = 00 0 —-a
01 —1 0
= Para a = 0: Tenemos que:
00 01 1
0010 1
A=t q101 | —1
1011 -1
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Sea &, = e4. Buscamos é&; € V | &1 L é.

T X
<ea>t={veV|gla,v) =0}= iz eV]ea'A ii =0
Ty Ty
([ x4 0 0 01 X1
. To O O 1 0 i) .
= s €V 1(0,0,0,1) 010 1 s =0
L\ 74 1 011 Ty
( 1 T
= ® levimornLy| ™ | =0
T3 T3
L Ty Ty
( )
Ty
o i) _
= eV]zi+a3+a,=0
T3
L\ T4 J
Sea &3 = (1,1,—1,0)".
Necesitamos calcular ahora é5 € V' | é5 L e; Aé3 L és.
X X
- L _ L2 ~t T2
<é > ={veV|glé,v)=0}= s eV |e'A s =0
Ty Ty
([ x, 0 0 01 X1
B T 0010 ro |
= s eV ](1,1,-1,0) 010 1 s =0
L\ 7 1 011 x4
( 1 T
_ 2l evi,-1,1,0] ? | =0
T3 x3
Ty Ty
Ty
- 2 €V|—JI2+ZE3:0
T3
Ly

Sea 3 = (1,0,0, —1)".
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Necesitamos calcular ahora e, tal que e, L e; Aey L ey Aey L es.

T T
- Ll _ ~ _ _ L2 ~t T2 _
<e> ={veV|gle,v) =0} = eV |e'Ay =0
xT3 T3
Ty Ty
([ ) 0 0 01 1
B T 0010 T2 |
= { s eV |(1,0,0,-1) 010 1 s =0
L\ 24 1 011 x4
( T T )
| ™ |evi10-1,00] ™ |=0
L3 T3
L Ty Ty )
(
I
= 2 eV | r1+23=0
L3
\ w4
;l T1+ X3+ x4 = 0
Por tanto, v = ; cumple que: ¢ z3 — x5 =0
3 1+ 3 = 0
Ty

Por tanto, sea é&; = (—1,1,1,0)". Comprobamos que Bp forma base:

01 1 -1
11 -1
01 0 1 11
0 -1 0 1| _118 1 :‘—1 1‘:27&0
1 0 -1 0
01 1 -1
01 0 1
P=M®Bp:B)=| o 1 o
1 0 -1 0

Observacion. También seria véalido obtener la base de Sylvester en cada uno
de los 5 casos, ya que su matriz asociada es la del teorema del Sylvester, que
es diagonal. No obstante, esto no es necesario; ya que el valor de los cuadrados
en este caso no nos es relevante.

Ejercicio 4.2.6. Responde de forma razonada si las siguientes afirmaciones son
verdaderas o falsas:

1. ;Es bilineal la aplicacién g : R?* x R*> — R dada por g((z,v), (2/,¢')) = zy?

Veamos si cumple la propiedad del producto por escalares. Sean k, £’ € R.
g(k(z, ), K", y) = g((kx, ky), (K", K'y')) = k(z,y)
Por tanto, no es lineal en la segunda variable, por lo que no es bilineal.
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2. Toda forma bilineal g : R x R — R es de la forma ¢(z,y) = axy con a € R.
Sabemos que toda forma bilineal 7" : V™*(K) x V"(K) = K es de la forma:

g(z,y) =2'Ay 2,y V'(K) Ae M,K)

Por tanto, en el caso que estamos tratando, como sabemos que ! = x por
ser x € R, y sabiendo que una matriz de orden 1 cuadrada real es un escalar,
tenemos que:

g(x,y) = xay = axy a,r,y € R

Por tanto, el enunciado es verdadero.

3. Si dos matrices cuadradas son congruentes, entonces tienen la misma traza.
.Deben tener el mismo determinante?

No, tan solo debe mantenerse el signo del determinante.

1

9 3 ) era congruente a A; =

En el ejercicio 4.2.1, vimos que A; = (

1 =2 :
( _9 _3 ) Sin embargo,
|As] =3 —4=-1 |A7| = -3—-4=-7

t?"(A5) =5 tT(A']) = -2

Por tanto, vemos que no tienen el mismo determinante ni la misma traza, por
lo que es falso.

El determinante, no obstante, debe mantener el signo, ya que si A; ~, As, es
decir, Ay = P'A, P,

|[Ao| = [P*ALP| = [P||P"||As| = [P*| A4

4. En R? existe una métrica tal que (£({(2,1)'}))* = L({(2,1)'}).

Sea B = {ey, e2} base R% Supuesto que existe esa métrica, tendrd la forma de:

M(g,B):(Z IZ)

Como (2,1)t € (L({(2,1)!}))*, tenemos que:

()0
=[] 20(3 2) (1)t 30 (1)

=4a+20+2b+c=4a+4b+c=0
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Supongamos b=0y a =1, c = —4:

M(g,B) = (é _04)

Comprobamos este resultado:

<(%>>L:{IGR2 (2,1)(3 _04)@;):0}
:{x€R2 (2,—4>(2): }
= {z € R?| 2 — 25, =0 }:L({(w})

Por tanto, hemos visto que esa métrica existe, por lo que es cierto.

5. Sea V un espacio vectorial real y g una métrica en V. Supongamos que en la
diagonal de M (g, B) respecto de una cierta base B existen dos ntimeros a y b
con ab < 0. Entonces g es indefinida.

Sea B = {ey,...,e,}. Sien la diagonal de la matriz asociada a dicha base se
encuentran los nimeros a.b € R, implica que:

glei,ei) =a  glej,e) =0

Para algin ¢,5 | 1 < 4,5, < n, i # j.

Ademas, como a,b € R, ab < 0 implica que tienen signo distinto; es decir:

a>0NAb<0 \% a<0OAb>0

Por tanto, i, j tal que:

glei,e;) >0Ag(ej,e) <0 V glei,e;)) <0Ag(ej,e) >0

Por tanto, efectivamente, la métrica es indefinida. Por tanto es cierto.
6. Si una métrica sobre R? est4 representada en una cierta base por una matriz
con determinante negativo entonces se trata de una métrica definida negativa.

Sea B = {ey, €2} base de R?, y sea la matriz asociada a una métrica g en dicha
base:

A:M(%B):(é _01)

Tenemos que su determinante es |A| = —1 < 0, pero no es definida negativa,
ya que g(er,e1) =1 £ 0.

Por tanto, es falso.
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7. Sea V un espacio vectorial real de dimensién 3 y g una métrica. Supongamos

10.

que existen vectores u,v € V linealmente independientes, ortogonales entre si
y tales que g(u,u), g(v,v) < 0. Entonces, g es degenerada.

Sea B = {u,v,e3} base de R? y sea la matriz asociada a una métrica g en
dicha base:

—1 0 0
A=M@gB) = 0 -1 0
0 0 1

Podemos ver que u, v son linealmente independientes por formar base, y ademés
son ortogonales ya que g(u,v) = g(v,0) = 0. Ademéds también tenemos que:

g(u,u) = g(v,v) ==-1<0

Por tanto, nos encontramos en la situacién del enunciado. No obstante, |A| =
—1#0, por lo que tenemos que Ker(g) = {0}, por lo que es no degenerada.

Por tanto, es falso.

. Sea V un espacio vectorial real y g una métrica. Si todos los elementos dia-

gonales de la matriz de g en una cierta base B son negativos, entonces g es
definida negativa.

Es falso, y ponemos un contraejemplo para V = R2.

Sea B = {ey, e} base de R?, y sea la matriz asociada a una métrica g en dicha
base:

A=M(g,B) = ( » j)

Vemos que todos los elementos de la diagonal de A son negativos. No obstante,
tenemos que:

9(61 —€2,61 — 62) = 9(61761) +g(€2,€2) - 29(61, 62) =—-1-1- 2(_1) =0«£0

Por tanto, tenemos que g no es definida negativa. Es decir, es falso.

En el caso de que se hubiese dicho que A es una matriz diagonal, entonces si
seria cierto.

. Toda métrica indefinida sobre un espacio vectorial real tiene vectores no nulos

u tales que g(u,u) < 0.

Si, ya que esa es la definicién. Decimos que ¢ es indefinida si:

J,w eV |gv,v)<0 A glw,w) >0

Por tanto, es cierto por definicion.

Dos vectores perpendiculares y no nulos de una métrica g son linealmente
independientes. (Y si alguno de los dos vectores u verifica g(u,u) > 07

Supongamos que es falso; es decir, Ju,v € V — {0} | g(u,v) = 0 con {u,v}
linealmente dependientes; y busquemos el contraejemplo.
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11.

Trabajamos en R? con la base usual B, = {e1, ex}.

Mig.5)= (5 0)

Sea u = xej + yes. Como son linealmente dependientes, sea v = ku para algtin
k € R*. Forzamos ahora que g(u,v) = 0:

0=g(u,v) = g(u, ku) = kg(u,u) = kg(xe; + yes, ve; + yes) =
= klg(zer, wey) + g(yes, yes) + 2g(weq, yeo)] = klr?a + yPc + 2xyb]

Por tanto, para el contraejemplo, ponemos k =2, a =y=1,x =c=0= 0,
es decir,

U = Yeg = €9 v = 2u = 2ey

Mig.5)= (g ¢ )

Tenemos que g(u,v) = g(eqg,2e3) =2 -0 = 0, por lo que son perpendiculares.
No obstante, son linealmente dependientes, por lo que el enunciado es falso.

Respecto al caso de g(u,u) > 0, es cierto y demostramos mediante reduccion
al absurdo. Supongamos que Ju,v € V — {0} | g(u,v) =0y g(u,u) >0 V
g(v,v) > 0; con {u, v} linealmente dependientes.

Como son linealmente dependientes, sea v = ku para algin k € R*.

Como g(u,u) >0 V g(v,v) > 0, tenemos que:

g(u,u) >0
V
g(v,v) = g(ku, ku) = k*g(u,u) > 0 < g(u,u) > 0

Por tanto, tenemos que g(u,u) > 0. Como son ortogonales, tenemos que:

0=g(u,v) = g(u,ku) = kg(u,u) =0 <= g(u,u) =0

Por tanto, tenemos simultaneamente g(u,u) = 0y g(u,u) > 0, por lo que
llegamos a una contradiccién y nuestra hipétesis era falsa. Los vectores son
linealmente independientes y, si g(u,u) > 0, es cierto.

Si g es una métrica semidefinida negativa, entonces un vector v € V verifica
g(v,v) = 0siy sélo si estd en el nicleo de g. (Y si g es no degenerada pero no
semidefinida?

Supongamos ¢ semidefinida negativa. Queremos demostrar que:
g(v,v) =0 <= v € Ker(g)

<) Como v € Ker(g), tenemos que g(v,u) = 0 YVu € V, por lo que, en
concreto, también se da para v. Por tanto, g(v,v) = 0.
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—) Supongemos g(v,v) = 0. Como g es semidefinida negativa, dada la base
de Sylvester Bs = {e1,...,€s,€s511,...,€n},donde {eg,1,...,e,} C Ker(g),

tenemos:
—I, 10

donde s = Ind(g) y r = Nul(g).
Como Bg es una base, sea v = aje; + -+ + ags + Us11€511 + + - + Apep.

Por tanto,
ay
—I,1 0 .
O:g(v,v):(al,...,an)( 05 07") : =
G,
aq
= (—ay,...,—as0...0) : = —a?—-..—d?
G,
Por tanto, tenemos que 0 = —a%—- . -—ag, porloquea; =--- =as =0;es
decir, v es una combinacién lineal de los elementos {es,1,...,e,} € Ker(g),

por lo que v € Ker(g).

Por tanto, tenemos que si g es semidefinida negativa, el resultado es cierto.
En el caso de que g fuese no degenerada, es falso. Como contraejemplo, dada
una base B, sea la métrica no degenerada

M(g;B) = (é _01)

Tomemos v = (1,1)" = e; + es.
g(v,v) = gler + ez, €1+ e2) = g(er, e1) + glez, e2) +2g(e1,€2) =1 - 14+0=0
No obstante, v ¢ Ker(g) = {0} por ser la matriz asociada regular.

12. Existe una métrica no degenerada g sobre R? tal que gy = 0 para cierta recta
vectorial U C R3. ;Y si U es un plano vectorial?

Sea la métrica representada por la matriz asociada a la base B = {ey, 9, €3}
de la siguiente forma:

A= M(g;B) = 1

Sea € = (1,0,1)" = e; + e3. Tenemos que:
g(e,e) =gler+es,e1+e3) =1—140=0
Consideremos ahora la recta U = L{eé} = {ke}. Por ser g una forma bilineal:
g(ke, K'e) = kk'-g(e,e) =kk' -0=0
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13.

Es decir, si existe dicha recta U, ya que este es un ejemplo de una métrica no
degenerada que anula a toda una recta.

No obstante, si U fuese un plano vectorial, no existiria una métrica no degene-
rada que cumpliese esas condiciones. Demostramos por reduccion al absurdo.

Supongamos que si existe. Sea el plano U = L{e;,es}. Ampliamos a B =
{e1, €2, €3} base de V. Por tanto, como ¢ anula a todos los elementos de U x U,

gler,e1) = glea, e2) = gler, e2) =0
Por tanto,

0
M(g;B)=1 0
a

o O O
o o

No obstante, |M(g; B)| = 0 = g es degenerada. Por lo que hemos llegado a
una contradiccién. Por tanto, para un plano es falso.

Existe en R* una métrica no degenerada tal que gy = 0y gy = 0 donde:

1 0
U={(z,y,z,t) ER |z +y=0, 24+t=0}=CL -1 0
P> i) Y O Y 1
0 —1
( 1 0 3
V={(z,y,z,t) ER' |z —y=0, z—t=0}=L L 0
P> ) ) O Y 1
\ 0 1 Vs
1 0 1 0
—1 0 1 0 lineal te ind
veamos que N E Lo b son linealmente indepen-
0 -1 0 1
dientes.
1 1 0 O
-1 1 0 0 1 1 1 1
0 0 1 1 :'—1 1H—1 1‘:2'2:47&0
0 0 -1 1

Por tanto, 4 vectores linealmente independientes en R* forman base. Por tanto,
sea la base

1 0 1 0

-1 0 1 0

B = {61,62,63,64} = 0 ) 1 ) 0 ) 1
0 -1 0 1
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14.

Supongamos ahora que si existe esa métrica g. Entonces,

0
A= M(g,B) =

>R O O
oS oo L
O O anc

0
c
d
Nos falta comprobar que g es no degenerada.

a b
A = :\ ]

y = (ad—bc)(ad—bc) = (ad—bc)? # 0 <= ad # be

a c
b d

> Q O O
QU O O O
SO O o
O O o

Sea, por ejemplo, a =d=0,b=c=1.

0001
0010
1000

Podemos ver que g es no degenerada, y que, dados L{e1,es} = Uy L{es,e4} = V
se cumple que gy = 0y gy = 0. Por tanto, es cierto.

Dadas M y N dos matrices simétricas de orden 20 y de rango 1 se tiene que
M y N son congruentes si y sélo si tr(M) - tr(N) > 0.

Como el rango es 1, sabemos que:
a b
M~ ’ N~ ) a.b#0
: . : .

donde a,b # 0. Por tanto, tenemos que M, N son semidefinidas positivas o
negativas.

Tenemos que A = (a;;);; matriz asociada a la métrica g, sea semidefinida
positiva implica que a; > 0 Vi,j y a; = 0 = gu(e;,e;) <= e; € Ker(ga).
Como el rango es 1, tenemos al menos uno de los elementos de la diagonal es
no nulo, por lo quetr(A) # 0. Por tanto,

A semidefinida positiva = tr(A) > 0
B semidefinida negativa = tr(B) < 0

Considerando el reciproco de cada una, tenemos que la implicacién va en ambos
sentidos, no en uno solo. Por tanto,

A semidefinida positiva <= tr(A) > 0
B semidefinida negativa <= tr(B) < 0
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Ademas,

M semidefinida positiva <= a > 0 M semidefinida negativa <= a < 0
N semidefinida positiva <= b > 0 N semidefinida negativa <= b < 0

=) Supongamos M ~. N. Como ser congruente es una relaciéon de equiva-
lencia, tenemos que ab > 0.

Por tanto, tenemos que:
a,b> 0= M, N semidef. positivas = tr(M),tr(N) > 0= tr(M)tr(N) >0

V
a,b < 0= M, N semidef. negativas = tr(M),tr(N) < 0 = tr(M)tr(N) >0

En ambos casos, tenemos que tr(M)tr(N) > 0.
<=) Supongamos tr(M)tr(N) > 0. Entonces, tenemos dos opciones:
w tr(M),tr(N) > 0: Entonces tenemos que M, N semidefinidas positi-
vas, por lo que a,b > 0.

w tr(M),tr(N) < 0: Entonces tenemos que M, N semidefinidas negati-
vas, por lo que a,b < 0

Por tanto, tenemos que a, b tienn el mismo signo. Como la congruencia
es una relaciéon de equivalencia, tenemos que M ~,. N.

15. Dado (V, g) un espacio vectorial métrico tal que para todo subespacio U de V/
se tiene dim(V) = dim(U) + dim(U~) entonces g es no degenerada.

Por la condicion del enunciado, tenemos que:

dim(V) = dim(U) + dim(U*) YU C V subesp. vectorial. (4.11)

El nicleo de g esta definido como;

Ker(g)={veV|gluv)=0 VYueV}

Ademas, dado el subespacio U, su ortogonal se define como:

Ut ={veV|gluv)=0 Yue U}

De las respectivas definiciones, se tiene facilmente que:

Ker(g) CU* VYU C V subesp. vectorial. (4.12)

Como se tiene que es valido YU C V subespacio vectorial, consideramos
U = V. Por la ecuacién 4.11, tenemos que dim U+ = 0, por lo que U = {0}.
Por la ecuacién 4.12, tenemos que Ker(g) C U+ = {0}, por lo que Ker(g) =
{0}, teniendo asi que g es no degenerada. Por tanto, es cierto.

16. Una matriz simétrica A es semidefinida positiva si y sélo si existe una matriz

cuadrada @ tal que A = Q- Q.
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—) Realizamos distincién de casos:

Supongamos A es la matriz dada por el Teorema de Sylvester.
Definimos ) = A. Por ser g semidefinida positiva, tenemos que:

110
QIA:(%W)
Por tanto,
b oaat a2 [ 1]0 o\ [(I]oY
QQ_AA_A2_<OO)(OO>_($)_A

Por tanto, si A es la matriz dada por el Teorema de Sylvester, se
cumple.

Supongamos ahora que A no es la matriz dada por el Teorema de
Sylvester.
Por el Teorema de Sylvester, tenemos que:

A~c<é g)zs:apmzzﬂsp

Por lo anterior demostrado, tenemos que S = (Q’)'@’. Por tanto,
A — Pt(Q/)tQ/P

Definiendo ) = Q'P, tenemos que A = Q'Q, por lo que se cumple.

<) Suponemos que 3Q | A = Q'Q.
Sea v € V cuyas coordenadas en cierta base son x = (1,...,1,)" € K"

9(v,v) = 2' Az = 2'Q'Qz = (Q)"(Qx)

Como z € K", tengo que Qx € K". Por tanto, tengo que:

9(v,v) = (Qx)"(Qx) = (Qz,Qx) > 0

donde he usado que <;> es definida positiva y que M(<;> ;B,) = 1.

Por tanto, tengo que g(v,v) > 0 Yo € V| por lo que g es semidefinida
positiva. No podemos asegurar que sea definida positiva, ya que al no ser
@ regular cabe la posibilidad de que Qx = 0.

17. Si (V, g) es un espacio vectorial métrico tal que para todo subespacio U de
V de dimensién mayor o igual que 1 se tiene dim(V) = dim(U) + dim(U+),
entonces g es no degenerada.

18.

Se ha demostrado cierto en el apartado n.

Existe una métrica degenerada en R* tal que el ortogonal a la recta generada
por el vector v = (1,1,1,1) es la propia recta.
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Supongamos que si existe. Dada B una base de R*, tenemos que:

a1; a2 13 Aaiq

Q12 Q22 A23 A4
A=M(g,B) =
13 Ag3 (33 A34

Q14 A24 Q34 QA44

Calculamos por tanto el espacio ortogonal a la recta.

1 a2 a3 Qg T
1 Q12 Ag22 Q23 A4 X2
=reRY|(1,1,1,1) =0
1 @13 Q23 A33 A34 T3
1 . 14 Q24 Q34 Q44 Ly
4
a1
4 X2
=<zxzeR (bl,bg,bg,b4) =0
€3
\ x4

= {.ﬁE € R4| blfL’l +b2$2+b3$3+b4$4 =0 }

Por tanto, podemos ver que, de existir la métrica, el ortogonal a la recta es un
hiperplano o el mismo R*, en contradiccién con que el ortogonal a la recta sea
una recta. Por tanto, no existe dicha métrica.

Es, por tanto, falso.

Ejercicio 4.2.7. Sea Ry[z| espacio vectorial y g una aplicacién definida como:
9(p,q) = p(0)q(0) + p(1)q(1)  Vp,q € Rofz]

1. ;Es g una métrica?
Veamos en primer lugar que es bilineal.

En primer lugar, verifico que cumple la condicién del producto por escalares
en las dos variables.

g(kp, K'q) = kK'p(0)q(0) + kk'p(1)q(1) = kK g(p, q)
Ahora verificamos la suma de vectores en cada una de las variables.
glp+p,q9) = (p(0) + p'(0))q(0) + (p(1) + p'(1))a(1) = g(p,q) + 9(¢', q)

9(p.q+q') = p(0)(q(0) + ¢'(0)) + p(1)(a(1) + ¢'(1)) = 9(p, ) + 9(p.¢)

Veamos ahora que es simétrica. Para ello, sea B = {1, z, 2*} base de Ry[z]:

g(l,z) =1 glz,x) =1 g(z*,z) =1
9(1,2%) =1 g(z,2*) =1 g(a*2?) =1
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Por tanto, como podemos ver, la matriz asociada a g si es simétrica.

Por tanto, ¢ si es una métrica.
Alternativamente, para razonar que es simétrica, se podria haber hecho lo
siguiente:

9(p:q) = p(0)q(0) + p(1)q(1) = q(0)p(0) + ¢(1)p(1) = g(q.p)

donde he aplicado la conmutatividad del producto en R. No obstante, he op-
tado por la primera opcién ya que es necesario para el apartado siguiente.

2. Calcular la base de sylvester.

Habiendo definido A = M(g, B), vemos que rg(A) = 2 = Nul(g) = 1. Por
tanto, busco e; € Ker(g).

2 11 1
Ker(g) =z eRyfz]|| 1 1 1 zo | =0
1 11 T3
2r1 + 1o +x3=0 0
_ 1+ T+ 23 = _
_{IERQM T+ 2+ 23 =0 }_£ _11

Seae; = (0,1, —-1)T =2 — 22

Elijo ahora ey € Ry[z] de cuadrado no nulo. Sea ey = x = (0,1, 0)".
Busco ahora e3 €< ey >+ de cuadrado no nulo:

2 11 T

<ey>T =<1 €Ryx][(0,1,0) [ 1T 1 1 zg | =0
111 T3

T
=N GRQ[Z’] (1,171) Ta =0
T3

:{$6R2[$]‘$1+1’2+$3:0}:£ 1
0

Tomo ez = (—1,1,0)" = -1+ z.
gleg,es) =g(—1+z,—1+2)=g(1,1)+g(x,x) —2¢9(l,z) =2+1—-2=1

Por tanto, dado Bs = {e1,e2,e3} = {x — 2%, 2, —1 + x} base de Sylvester,
tenemos:

0
M(gaBS): 1

134



Geometria 11 4.2. Formas bilineales simétricas y formas cuadraticas.

3. Supongamos ¢(p,q) = ap(0)q(0) + p(1)q(1), con a € R. Calcular la nulidad y
el indice en funcién de a.

Calculamos en primer lugar M(g;B), con B = {1,z, 2%} base de Ry[z]:

gLl)=a+1 gz, 1)=1  g(=*1)=1
g(l,z) =1 glz,x) =1 g(a*2) =1
g(L,2?) =1 glz,2*) =1 g(a*2?) =1
Por tanto,
a+1 1 1
A= M(g,B) = 1 11
1 11

Calculamos, en primer lugar, el rango de A:

1 si a=0

TQ(A):{ 2 si a#0

» Para a =0:
Tenemos que Nul(g) = 2. Por tanto,

1 -1
A~ 0 o A~ 0
0 0

Sea ahora U = L{es}. Tenemos que gy es definida positiva, por lo que
k > 1, con k el nimero de 1 de la matriz asociada a la base de Sylvester.
Por tanto, estamos en el primer caso.

1
A~ 0
0

Por tanto, para a = 0, tenemos Nul(g) = 2, Ind(g) = 0.

» Para a # 0:
Tenemos que Nul(g) = 1. Ademas, dado ea U = L{es}, tenemos que g
es definida positiva, por lo que k > 1, con k el nimero de 1 de la matriz
asociada a la base de Sylvester. Por tanto,

1 1

A~ 1 0 A~ —1
0 0

e Para a > 0: Sea U' = L{e1,ex}. Veamos que M (g, B) es definida

positiva:
a+1 1

la+1=a+1>0 alel 1’:a+1—1:a>0
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Por tanto, gy es definida positiva, por lo que k& > 2, siendo k el
nimero de 1 en la matriz asociada a la Base de Sylvester. Por tanto,
estamos en el primer caso.

A~ 1
0

Por tanto, para a > 0, tenemos Nul(g) =1, Ind(g) = 0.

e Paraa <0:
Tenemos que:

gler—eg, e1—ez) = g(er, e1)+g(ez, e2)—2g(e1,e2) = a+1+1-2=a <0

Por tanto, g no esta definida positiva para a < 0. Por tanto, estamos
en el caso de la derecha:

A~y -1

Por tanto, tenemos que:

Caso | Ind(g) | Nul(g)

a<0 1 1
a=20 0 2
a>0 0 1

Ejercicio 4.2.8. Sea V?(K) e.v. y sea B = {e1,e3} base de V. Sea T una forma
bilineal simétrica donde

A:M(T;B):(i T) acK

Obtener la base de Sylvester.

En primer lugar, estudio la nulidad de la forma bilineal:
det(A) =1—a*=0+=a=+1

= Caso complejo:

o a# 1= Nul(T)=0

1 - S oL
=e1yeele > .

Buscamos B = {¢3, é;}. Tomamos é; = ( 0

<e1>L:{x€V2|(1,O)(ClL T)(§;>:0}:{x€‘/2|x1+am220}

Por tanto, é; = ( _al ) = qe; — €.
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Como ¢3 €< €, >1= T(é1,6) = T(é,¢1) = 0. Veamos ahora el valor

de los cuadrados.
T(e,e) = (1,0) (Cll “ ) (é) —(1,a)< L ) _1

i > = (0,a*> — 1)
10
0

e}

T(é2,6) = (a,—1) < Cf ) ( —a1
M(T;B) = ( 1 - a? )

Considero ahora \ = \/1177 Sea B = {€1, 63}, con €3 = \é.

T(@zg, 6:2) = T()\e_g, )\6_2) = )\2T(€_2, 6’_2) = )\2<1 - CL2> =1

wrs=(50) r=(} 7))

e a=+1= Nul(T)=1

[y
[

Tomamos B = {¢é,é3}, con é; = (1,0)T y &5 = (a, —1)T.

wro-(3) r-(4 %)

= Caso real:
e a#+1l= Nul(T)=0

Buscamos B = {1, é;}. Tomamos é; = ( (1) ) y €y €< € >
<€_1>L={37€V2|<170)(61L Cll) (xl ) :o}z{xev21x1+ax2:0}

T2
Por tanto, é; = ( _al )

Como ¢é; €< €, >1= T(é1,6&) = T(é,¢1) = 0. Veamos ahora el valor
de los cuadrados.

(e, é) = (1,0) ( L )
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oa’<1 B
Considero ahora A\ = ﬁ Sea B = {€1, 63}, con é5 = \és.

T(ezg, 622) = T()\G_Q, )\6_2) = )\QT(G_Q, 6_2) = )\2(1 — CLQ) =1

_ 1 0 1 Lz
M(T;B):(O 1> P= 0 170
Jima?

oa’>1 -
Considero en este caso A = \/a%l Sea B = {é1, 63}, con €3 = \és.

T(éy,6) = T(Néa, \&a) = N2 T (63, 6) = A2 (1 — a?) = —1

M(T;B):((l)_ol) P:(é@%)

e a==+1= Nul(T)=1

Tomamos B = {¢é1,é}, con é; = (1,0)T y &5 = (a, —1)T.

wrs=(38) r=(3 )

Ejercicio 4.2.9. Sea (V"(K), g) e.v. métrico indefinido. Demostrar que, dadov € V/,
g(v,v) =0 v € Ker(g)

Dada una base B, sea la métrica indefinida

M(g;B) = <é _01)

Tomemos v = (1,1)" = e; + es.
g(v,v) = gler + ez, €1 +e2) = gler, e1) + glea, e2) +2g(eg,e2) =1 —1+0=0
No obstante, v ¢ Ker(g) = {0} por ser la matriz asociada regular.
Ejercicio 4.2.10. En R*, y dado a € R, estudiar la métrica:
0
M(g,B.) = A =

O O = Q
O = N
O = =

QL OO O

En primer lugar, calculo su determinante:
a
|Al=al 1

1
2 a(2a—1—a)=ala—1)
1

— _ O

0

Por tanto, ya que el signo del determinante es un invariante, trabajo con los inter-
valos:

a €] —o00,0= |A] >0 a€]0,1[= |A| <0 a €)1, 4o00[= |A| >0
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s Paraa > 1:

Veamos los menores principales:

la] = a ‘:2a—1 =a—1 Al = a(a—1)

a 1
1 2

S = Q
N =
— = O

g es definida positiva si a > 1, por lo que:

1
A~

» Para 0 <a <1:
Sabemos que |A| < 0. Por tanto, Nul(g) =0 y:

1 1
A ~ec o A ~e
-1 -1
Como la restriccion a U = L{e3, e4} es definida positiva, entonces hay un plano

que es definido positivo. Como en el segundo caso no puede haber un plano
definido positivo, entonces estamos en el primer caso.

1
A~y

» Para a <0:
Sabemos que |A| > 0. Por tanto, Nul(g) =0 y:

A ~e [4 0 A ~e o A ~e —I4

Como la restriccién a U = L{es, e4} es definida positiva, entonces k > 2, con
k el nimero de unos en la matriz asociada a la Base de Sylvester. Como la
restriccién a U’ = L{e;} es definida negativa, entonces Ind(g) > 1.

Por tanto, la inica opcién que retine ambas condiciones es la central.
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s Paraa=1:

En este caso, Ker(g) # 0. Veamos el valor del rango de A. Como

Al =a(a—1)=0

S = N

10
1 0|=a2-1)=a#0=1rg9(A)=3
0 a

Por tanto, Nul(g) = 1. Sea U = L{ey,e3,e4}. Como la restriccion a U es
definida positiva, al menos hay tres unos en la matriz asociada a la base de

Sylvester. Por tanto,
1

A~y
0

» Para a = 0: En este caso, Ker(g) # 0. Veamos el valor del rango de A. Como

Al =a(la—1)=0

o = O

10
2 1|=a—-1=-1#0=1rg9(A)=3
11

Por tanto, Nul(g) = 1. Sea U = L{eg, e3}. Como la restriccion a U es definida
positiva, al menos hay 2 unos en la matriz asociada a la base de Sylvester.

1 1
ANC O ANC

No obstante, tenemos el siguiente resultado:

g(3e1 — ey, 3e1 — e3) = 3%g(er, e1) + glea, e2) — 2g(3e1, €0) =
:0+2—23g<61,€2):2—231:—4

Por tanto, tenemos que g no puede ser definida positiva. Por tanto, estamos
en el segundo caso:

Por tanto, tenemos que:

Caso | Ind(g) | Nul(g)
a<0 2 0
a= 1 1
O0<a<l 1 0 (4.13)
a= 0 1
a>1 0 0
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Ejercicio 4.2.11. Sea la forma cuadratica I : R* — R expresada en las coordenadas
de la base usual como:

F(l’l,...

1. Encontrar la expresion reducida de F'.

Buscamos en primer lugar su matriz asociada a la base B = {ey, . ..

,x4) = axt + 225 + T3 + ax; + 27,79 + 27573

a€R

764}:

A= M(F;B)

O O = Q
O = N =
O = = O
S O OO

Necesito clasificar la matriz para poder hallar la forma de F' simplificada. Esto
se ha hecho en el ejercicio anterior, donde se pueden ver los resultados en la
Ecuacion 4.13. Por tanto,

Caso | Ind(g) | Nul(g) || F reducida

a<0 2 0 F(zy,...,v4) = 2] + 25 — 25 — 23

a=0 1 1 F(zy,...,24) = 2% + 23 — 273
0<a<l 1 0 F(zy,...,24) = 2% + 23 + 23 — 22

a=1 0 1 F(xy,...,04) = 22 + 23 + 23

a>1 0 0 F(zy,...,x4) = 23 + 23 + 23 + 23

. Dar la expresion reducida de la forma cuadrética para a = 1.

En este caso, se pide dar la matriz que proporciona el Teorema de Sylvester,
ya que sera la de la forma reducida.

Busco en primer un vector €; de cuadrado no nulo. Sea ¢ = ez, ya que
gles,e3) = 1.
Busco ahora é;, €< e; >+ .
( a 1 0 0 Ty
1 210 x
1 4 2 | _
<e > =<z e€R"(0,0,1,0) 0110 s =0
L 0 00 a Ty
4 1
4 )
=<z eR*|(0,1,1,0) =0
L3
\ L4
1 0 0
0 1 0
4
:{SBGR‘IQ—FZ‘g:O}:ﬁ o'l Z1 1| o
0 0 1
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_ _ L
Sea é; = e;. Busco ahora €3 € (€1,65).

( a1 0 0 T
1L 4 1 210 i) i
<ey > =<z eR(1,0,0,0) 0110 s =0
L 00 0 a Ty
( 3\
T
4 Z2
=<z €eR"|(a,1,0,0) =0
€3
\ oz )
(/0 0 1
4 O 0 —a
:{ZEER|CLLL’1+QZ2:O}:£ 0 , 1 , 0
1 0 0

Por tanto:

<€71,€72>J_ = {l’ € R4

QZQ+L€3:O }:£

CLI1+I2:O

_— o O O

Por tanto, sea €3 = e4. Por iltimo, busco €, € Ker(g):

;

a1l 0 0 T
1 210 T
_ 4 2 _
Ker(g) =<z €R 0110 . =0
\ 0 00 a Ty
( 131+$2:O 1
. 4 ZL’1+2Z‘2+I3:O o —1
o :EER ZL‘2+C(33:O _E 1
L ZL‘4:0 0

Por tanto, €, = (1,—1,1,0)". Por tanto, calculo sus imdgenes:

0

Ejercicio 4.2.12. Dado el espacio vectorial R* y la forma cuadratica ¢ : R* — R tal
que, en la base usual, ¢(z1, 9, T3,74) = T3 + T3+ 23 + 23 — 22123 — 27374. Calcular
su expresiéon reducida.
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Necesito calcular, en primer lugar, su matriz asociada.

1 0 -1 0
0 1 0 0
A - M(¢7 Bu) - _1 0 1 _1
0 0 -1 1
Clasifico ahora la métrica.
1 -1 0 1 0O O 1 0
Al= -1 1 —-1|=]-1 0 —-1]|= 1 1 =—1
0o -1 1 0o -1 1

Sabiendo que el sigo del determinante es un invariante y que la nulidad es 0,
tenemos que:

ANC o ANC

Sea U = L{ej,ey}. Como g restringido a U es definida positiva, tenemos que al
menos hay dos 1 en la matriz asociada a la base de Sylvester. Por tanto, estamos en
el primer caso. Es decir, Ind(¢) = 1.

Por tanto, la forma reducida de ¢, para la base de Sylvester, es de la forma:

¢($1,$2, SC3,.CE4> = .CU% + x% + ‘CE?) - .Ti

Ejercicio 4.2.13. Estudiar, en R*, la métrica dada por:

-4 1 1 1
1 -3 1 1
1 1 -3 1
1 1 1 =3

A= M(g;B,) =

Calculamos en primer lugar su determinante:

-4 1 1 -11 5 5

1 0
Al = 1 -3 1 1| |1 =3 1 1| _411 _54 (5) -
1 1 -3 1| (0 4 -4 0| 4 0 —4 N
1 1 1 -3 0 4 0 —4
— —(—11-16 480 4 80) = 16
Por el signo del determinante, y sabiendo que g(eq,e1) = —4 < 0, tenemos que:
1 -1
1 —1
A ~e 1 0 A ~ec -1
-1 -1
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Veamos si la matriz es definida negativa:

—4 1 1
‘:12—1:11 1 -3 1 |=-24 |A|=16
1 1 -3

-4 1

[ =4 =4 ‘ 1 -3

Por tanto, como los menores principales de orden par son positivos y los de orden
impar son negativos, tenemos que la métrica es definida negativa. Por tanto,
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4.3. Espacios Vectoriales Euclideos.

Ejercicio 4.3.1. Encontrar la matriz respecto de la base usual de la proyecciéon p
y de la reflexion s respecto de los siguientes subespacios:

1. En el EVME (R, (,))

lec{(;)} L2:£{<_43)} Ly=at3y—0  Li—(Ly)*
{4}

2

l\

Tengo que (

es una base de vectores ortogonales,

Por tanto, B = (

)-(21)
i (o (1) ( )}es T

Sea v = (r1,%9)5, = (a1,a2)g € R% Como B es una base ortonormal,

tenemos que:
1 1 1
0= (7 (2) )= e

Por la eleccién de la base ortonormal, tenemos que:

wir-ards(2) -y (1) - (252

- 1 1 2 T
5 2 4 )
Por tanto, tenemos que:

171 2
M(pL1aBu):g(2 4)

Ademas, como tenemos que:

pL+PLL:]d:>pLJ_:Id—pL
sy =pL— Ppo=2p, —1d

Por tanto,

M(sLl,Bu)=§(; Z)—((l) $>:%<_43 g)
b) LQ:.C{(_ZE’)}
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1 L

r=ef())
Por tanto, B = {< -3 ( g
> 1 -3 4
yB=14% 4 , 3 es una base ortonormal.

Sea v = (z1,%9)5, = (a1,a2)5 € R% Como B es una base ortonormal,

tenemos que:
1/ -3 1
ay = <g < 4 ) ,U> = 5(_3$1 —|—4£IZ’2>

Por la eleccién de la base ortonormal, tenemos que:
1/ =3\ 1 -3y 1 9z, — 1225 -
prLy(v) = ar-¢ ( 4 ) = (=3a1tdas) o ( 4 > ~ 5 ( 122, + 1629 ) -

52\ —12 16 To
Por tanto, tenemos que:

1 9 —12
M(meBu) = 2_5 ( —-12 16 >

Ademas, como tenemos que:

Tengo que (Lo

—N
v/\

) es una base de vectores ortogonales,

(S

pL+PLL:Id:>pLL:Id—pL
sy =pL— P =2p, —1d

Por tanto,
2 (9 —12 10 1 -7 —24
M<SL2’B“)—2_5(—12 16 )‘(o 1)—%(—24 7 )
3
¢) Ly=x+3y=0 E,C{ }

1
1
3

)
j

y B = {\/% ( —13 ) ’\/_1*0 ( 3 )} es una base ortonormal.

Sea v = (z1,%9)5, = (a1,a2)5 € R? Como B es una base ortonormal,

tenemos que:
1 -3 1
a; = ( ——= U ) = —(=311 +7x
1<10(1)> AR

Por tanto, B = es una base de vectores ortogonales,

(
romse =
')

/—/H
7N\
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Por la eleccién de la base ortonormal, tenemos que:

pL3 — 1 \/E 1 - \/E 1 2 10 1 = 10 —le 1 2 =
9 3

_1 - Iy
10\ -3 1 T
Por tanto, tenemos que:

1 9 -3
M(meBu):E(_B 1 )

Ademas, como tenemos que:

pL+PLi:[d:>le:[d_pL
SszL—PLJ_:2pL—Id

Por tanto,
2 9 -3 10 1 4 -3
e = g5 (5 1) (0 1) =5 (5 )

d) Ly = (L)*

Como se ha visto, tenemos que:

171 2
M(prBu):g(2 4)

Como py, + Pyr = Id = py. = Id — py, entonces:
1 4 =2
M<pL4>Bu>_g( —9 1 )

Ademas, como tenemos que:

pL+PLi:[d:>le:[d_pL
s, =pr— P =2p, —1d

Por tanto,

M(sLMBu):;(_LLQ _12)—<(1) ?):%(—34 :§>

2. En el EVME (R?, (,))
1

Li=CL 1 h=-a2+ty=0 Iz=a+2y—2=0 Iy = (L))"
1
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1
CL) L1 = E 1
1
1
Sea B = {ej,es,e3} = 1 | ,eq,e3 p base ortogonal de V', que existe
1

por el Teorema de Sylvester.
Sea B = {é1, 6,63} = { €1, €2, 63} base ortonormal de V.

Sea v = (11,79, 73)5, = (a1,as,a3)g € V. Como B es una base ortonor-
mal, tengo que a; = (v, €1). Por tanto:

ay = <U> 67l> = (xla x27333) (331 + z9 + 5133)
\/_ \/_
Ademas, por la eleccion de la base ortonormal, tenemos que:
(v) = @16 = (1 + 22 + 23)63 = (a1 + 22 + 23)
V) =a161 = 1+ 29+ 2x3)61 = (21 + T2 + 23)€
Pr, 1€1 /3 1 2 3)é1 = 3 2 3)€1

Por tanto, buscando la matriz que represente py,, tenemos que:

1 X1+ To+ T3
1 1 1
Pr, (U) = g(SBl—i-l"z—i-IEg)el = §($1+$2+1‘3) 1 = § 1+ To+ T3
1 1+ x9 + T3
1 1 11 1
=3 1 11 To
1 11 T3

Por tanto, tenemos que:
1 1 11
MpiB)=5 (111
111

Ademas, como s;, = 2p;, — Id, tenemos que:

1 -1 2 2
M(spiB) =5 | 2 -1 2
2 2 -1
0
1
0 1
Sea B = {ej1,ez,e3} = 0 1 | ,e3 p base ortogonal de V', que
1 0

existe por el Teorema de Sylvester.

Sea B = {é1, 6,63} = {61, \%62, 6_3} base ortonormal de V.
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Sea v = (r1, 79, 73)5, = (a1,as,a3)g € V. Como B es una base ortonor-
mal, tengo que a; = (v, &). Por tanto:

ay = (v, 1) = (T1, T2, T3)e; = 3

_ 1 1
as = (v, €) = (551,1'2,373)%62 = E(xl + 29)

Ademas, por la eleccion de la base ortonormal, tenemos que:
_ _ 1
P, (V) = aié1 + axéy = x3€1 + 5(951 + x3)en

Por tanto, buscando la matriz que represente py,, tenemos que:

0 1
1 1
P, (U) = I3€q + —(561 -+ .TQ)@Q = XT3 0 + —(1’1 + .TQ) 1 =
2 2
1 0
T+ T 1 1 10 x
= 5 T + i) = 5 1 1 O i)
21’3 0 0 2 T3
Por tanto, tenemos que:
1 110
M(pniB) =5 | 110
0 0 2
Ademas, como sy = 2py — Id, tenemos que:
010
M(sp;B,) =11 0 0
0 01
0 5
y=x+2y—2=0=L 11,1 —2
2 1
He obtenido esa base de Il3 ya que es ortogonal.
0 )
Sea B = {ej, ez, €3} = 1 |, —2 |,e3p baseortogonal de V', que
2 1

existe por el Teorema de Sylvester.
Sea B = {€1,6, 63} = {\/Lgel, \/%7062, 6_3} base ortonormal de V.

Sea v = (11,79, 23)5, = (a1,as,a3)g € V. Como B es una base ortonor-
mal, tengo que a; = (v, &;). Por tanto:

ay = (v,6) = (131,$2,5U3)—5€1 = —5(56'2 + 2x3)
1 1
as = (v, &) (xl,xg,xg)meg = R(5x1 — 2xg + x3)
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Ademas, por la eleccion de la base ortonormal, tenemos que:
_ 1 1
i, (V) = a1€1 + agéy = 5(1‘2 + 213)€e1 + %(5% — 2mg + x3)e9

Por tanto, buscando la matriz que represente pry,, tenemos que:

1 1
P, (V) = 5(:62 + 2x3)e; + %(5:131 — 2T9 + x3)ey =

1 0 1 5)
=—(wo+2x3) [ 1 | + —=0Bx; =222 +a3)| —2 | =
5) 9 30 1
1 0 1 25x1 — 1029 + dx3 1 2521 — 10x9 + bxs
= - o + 233'3 +— —10.’13'1 + 4.1'2 — 2$3 = % —10.1'1 + 101‘2 —+ 101’3
219 + 43 Sx1 — 229 + 23 5x1 + 10z + 2523
533'1 — 2.%2 + I3 1 5 -2 1 T
= = —21'1 + 2£C2 + 2.%3 = 6 —2 2 2 )
ry + 2:L’2 + 5I3 1 2 5 T3
Por tanto, tenemos que:
1 5 -2 1
M (pn,; By) = 5 -2 2 2
1 2 5

Ademas, como sy = 2py — Id, tenemos que:

1 2 =21
M (sn,; By) = 3 -2 -1 2
1 2 2
d) H4 = (LI)J'i
Sabemos que:
111
M(le; Bu) -3 111
111
Como py + pyr = Id, tengo que:
1 2 -1 -1
M (pn,; By) = 3 -1 2 -1
-1 -1 2

Como sy = py — pyr vy también (U+)+ = U, tengo que:
1 1 -2 =2
M(sniB)=5| -2 1 -2
-2 -2 1
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Ejercicio 4.3.2. Sea (R3, <,>). Estudiar si existe f € End(R?®) autoadjunto t.q.:
1 1 0 1
flil=11 fl1l=1o
1 0 0
En caso de que exista, dar su matrlz respecto de la base usual.
Sea A= M(f;B,). Como f 1 ) tengo que:
a 1 b
A= d 0 e
f 0 ¢

Ademas, como f es un endomorfismo autoadjunto y B, es una base ortonormal
en (R3, (,)), tengo que A € S3(R). Por tanto,

a 1 b
A=11 00
b 0 c
1
Como f 1 |, tengo que:
0
a 1 b 1 1 atl+b=1 _
1oofl1]=]1]={1=1 :s{“‘_b
b 0 ¢ 1 0 b+c=0

Por tanto, como no ha habido absurdos, ese endomorfismo autoadjunto existe y
viene dado por:

b 1 b
=M(f;B)=| 1 0 o0 Vb e R
b 0 —b

Ejercicio 4.3.3. Sea (V?,g) un plano vectorial euclideo y L, Ly C V dos rectas
vectoriales. Demostrar que las reflexiones sy, y sp, conmutan si y solo si Ly =
[11L V LQ = Ll-

Es decir, se pide demostrar que:
S[, 081, =81,08, <= Lo L L1V Ly =1,

Procedemos mediante doble implicacion:

<=) En el caso de Ly = L1, la igualdad es evidente. Supongamos L, = Li.

Como s = —sy, la igualdad queda:
Sp, © (_SLl) = <_3L1) 0Sp ~ _(8L1 © SLI) = _(8L1 © SLI)

Lo cual es trivialmente cierto.
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—) Supongamos que las dos reflexiones conmutan.

Elegimos v € Ly, es decir, L; = L{v}. Entonces:

(SLloSLz)(U) = (SL205L1)(U) = SL, (SLQ (U)) = SL2(U> = SL, (U) € ‘/1(5[/1) =1L

Por tanto, como s, (v) € Ly y Ly = L{v}, tenemos que:
Sp,(v) = M
Por tanto, v € V\(sg,), es decir, v es un vector propio para sp,. Como los

dos tnicos valores propios de las simetrias son A = £1, tenemos la siguiente
distincion de casos:

» v € Vi(sg,): Tenemos que v € Ly. Por tanto,

Yo €L = v € Ly

Por tanto, L1 C Lo. Como la dimensién de ambos subespacios vectoriales
es 1, tenemos que L, = Ls.

» v €V (sg,): Como V_i(sg,) = Ly, tenemos que v € Ly . Por tanto,
YwelL = velLy

Por tanto, L; C Ly . Ademés, tenemos que:
dimLy =n—dimL,=2—-1=1

Por tanto, como la dimensiéon de ambos subespacios vectoriales es 1, te-
nemos que L; = L.

Por tanto, hemos llegado a demostrar lo pedido.
Ejercicio 4.3.4. Responde a las siguientes cuestiones:

1. Demostrar que la composicién de endomorfismos autoadjuntos no es necesa-
riamente autoadjunto.

Esto equivale a que las matrices simétricas no son cerradas para el producto.
Sean las matrices:

Iy
(Y (5 )
Veamos que el producto puede no ser una matriz simétrica.
AA’:(a b) (a’ b’)z(aa/—l—bb’ ab’—i—bc’)
b ¢ v ab+bc bb+cd
Por tanto, para encontrar el contaejemplo basta con imponer que:
a'b+bc+#ab + bl
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Unaopcibnesa=c =0,a =b=V =c=1.

Por tanto, sean los endomorfismos autoadjuntos f, g dados por:

Fous) = () ) )es®  c-meB (g )esm

Tengo que:

MirogB == 1) (1 5)=(5 1) ¢sm

2. Sif:(V,g) = (V,g) es un isomorfismo autoadjunto, demostrar que su inversa
f~! también lo es.

Como f es un isomorfismo, tenemos que 3f~1. Definimos entonces:

A=M(f;B) AT =M(fB)

Definimos G = M(g; B). Sean u,v € V' con coordenadas z,y respectivamente
en la base B. Como f es un endomorfismo autoadjunto, por el ejercicio 4.3.16
tenemos que:

f es un endomorfismo autoadjunto = A'G = GA

Demostremos por tanto que (A71)!G = GA™!:

Como G es definida positiva, tenemos que 3G~1. Por tanto,

AG=GA= G A ) =A1 = (A7) =GA" '@ = (A1) G=GA"!

Por tanto, se ha demostrado que f~! es un isomorfismo autoadjunto.

Ejercicio 4.3.5. Sea f un endomorfismo autoadjunto de un EVME (V] ¢g). Demos-
trar que:
Ker(f) L Im(f)

Sea u € Ker(f),v € V. Por ser f el endomorfismo autoadjunto, tenemos que:

9(u, f(v)) = g(f(u),v) = g(0,v) =0

Por tanto, tenemos que g(u, f(v)) = 0 Vu € Ker(f), f(v) € Im(f). Por tanto,
tenemos que Ker(f) L Im(f).

Ejercicio 4.3.6. Dadas las matrices:

3 -1 1
A1 = —1 3 1 A2:
1 1 3

-1 1 -1
Ay=1 1 -1 -1
-1 -1 1

N — O

1
3
1

S = N

diagonalizarlas mediante una matriz ortogonal P, es decir, encontrar una matriz
ortogonal P tal que P'AP sea diagonal.
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3 -1 1
1 1 3

En los tres casos voy a establecer que A; = M(f;, B,), con f; endomorfismo
autoadjunto de (R3, (,)).

Busco los valores propios de A;:

SYCEY

2—-A 1
2 3—A

‘ = (A=A =5 +4)=—(4-N*A-1)

Por tanto, tenemos que los valores propios son: {1,4}. Calculo ahora los subes-
pacios propios:

Vi = {2 = (21,29, 23)' € R* | (A, — 41)z = 0}

T
= i) ERdl—xl—ZE2+l‘3:O
T3

Vl—{x_ Ty, 79, w3) €R | (A — Nz =0}

3 2[L’1—I2+ZE3—0
—T1 + 229 + 23 =0

=L 1 =L — 1
-1 \/§ —1

Buscamos ahora una base de V; ortonormal. Sea:

1 1 e 1
vi=cd o], [ -2 —rd—|o ], —=| -2
1 1 V2 |y 6\ 1

—_

1 1 1
_J 1 1
Por tanto, dada la base B = % (1) NG —? "7 11 , tene-
mos que:
1L 1
' A ¥
— M(f,B)=| 4 P=MBB)=| 0 —= L |co@
1 1 1
! Vi TV TV

donde se cumple que PfA; P, = D, diagonal.

154



Geometria II 4.3. Espacios Vectoriales Euclideos.

2. AQI

o = O
_w =
O =N

Busco los valores propios de As:

A1 2 2N 1 2 0 0 242
paN)=| 1 3=Xx 1 |=| 2 3-x 1 |=| 2 3-x 1
2 1 A | 2-A 1 —A| |2=x 1 -
23— 53—\ 2
—(2+)‘)‘2—)\ 1 ‘—_(AJFQ)‘ 1 2—)\‘_

=—A+2)(N=b5A+4)=—- A —-4)A+2)(A—-1)

Por tanto, tenemos que los valores propios son: {—2,1,4}. Calculo ahora los
subespacios propios:

Vi ={x = (11,29, 23)"' € R® | (Ay — 41)z = 0}

T —4371 + 29 + 2373 =0 1 1
= X9 GRS 1 —To+x3=0 =L 2 =L —
T3 2171+ZL‘2—4J]3:0 1 \/6
Vi={z=(z1,29,23) €R®| (Ay — )z =0}
T —r1+ 29+ 223=0 1 1
= T E]Rg T+ 2209+ 23 =0 =L —1 =L —
T3 201+ 19— 23 =0 1 V3
V,Q = {l’ = (x1,$2,$3)t < RS ’ (AQ —+ 2[).77 = 0}
T 201 + 9+ 223 =0 1 1
= i) GR?) x1—|—5:c2—|—x3:0 =L 0 =L —
X3 25(71 + 2o + 21’3 =0 —1 2
1 1 1
_ 1 1 1
Por tanto, dada la base B = 7 0 ' 73 -1 || 2 , tene-
-1 1 1
mos que:
1 11
2 viooViogp
1 1 1
4 v B %

donde se cumple que P A, P, = Dy diagonal.
-1 1 -1
3. A= 1 -1 -1
-1 -1 1
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Busco los valores propios de As:

—1-x 1 ~1 -1 ~1 0 24X 0
pa(N) =] 1 —1—>\ —1 = —)\ —1-XA -1 |=|-x —1-)x -1
~1 —1 1=\ —2 -1 1-2A
~) -1
(2“]_2 Hy_ ’ -

—2HANN=A=2) = —(A+2)A—2)(A+1)

Por tanto, tenemos que los valores propios son: {—1,42}. Calculo ahora los
subespacios propios:

Vo ={x = (v1,79,23)" €R*| (A3 + [)x =0}

—_

T 1'2—333:0 1
= T2 €R3 $1—£C3:0 =L 1 =L
T3 —$1—$2+2$3:0 1

Sl
w0
—_ =

Vo = {2z = (21, 72, 73)" c R? | (A3 —21)x =0}
1 —3$1+£L'2—ZL’3 :0 1 1
= z9 | ER3| 21 —3x9—23=0 =L 1 =L
T3 —T1 — X9 — X3 =0 -2

Vg = {2 = (v1,19,23)" € R* | (Ay + 21)z = 0}

T T1+ Ty — T3 = 0 1 1 1
= 9 GRg T+ 129 —23=0 =L —1 =L — —1
T3 —I1—$2+3l’3:0 0 \/5 0
1 1 1
Por tanto, dada la base B = \% —1 7\% 1 ,\/Lg 1 , tene-
0 1 —2
mos que:
41 1
- R
= M(f3,B) = —1 Py =M(B;B,) = ~5 B 75 € 0(3)
1 2
2 0 7 —%

donde se cumple que PiA3P; = D3 diagonal.

Ejercicio 4.3.7. Sea f, h dos endomorfismos autoadjuntos de un EVME (V, g) que
conmutan; es decir, f o h = h o f. Demostrar que existe una base ortonormal de V
que diagonaliza a f y h simultdneamente.

Veamos en primer lugar que, como f y h conmutan, entonces conservan los
subespacios propios. Esto es, si V\(g) es un subespacio propio, entonces:

fValg)] € Valg)

Para ver esto, sea v € V)(g). Entonces, como fog=go f:
9(f(v)) = f(9(v)) = f(Av) = Af(v) = [f(v) € Va(g)
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Por tanto, tenemos que f[Vi(g)] C Va(g), y podemos considerar f Va0 endomor-
A

fismo autoadjunto.
Tenemos que, Vv € V), = g(v) = M. Ademds, al ser f‘v(g) endomorfismo
A

autoadjunto, tenemos que es diagonalizable con una base ortonormal de vectores
propios. Sea por tanto Vi(g) = L{ei,...,e.} de forma que f(e;) = p;e;. Por ser
e; € V), tenemos que g(e;) = Ae;

Repitiendo este proceso para cada valor propio A; de ¢, hallamos en cada caso
una base de vectores propios de g y f que diagonaliza a V), (g). Cabe destacar que
los vectores propios si son los mismos, pero los valores propios no.

Como tenemos que Vjy,(g) N Vi, (g) = {0} para i # j y g es diagonalizable,
tenemos que V =V, @---®V,,. Por tanto, la unién de todas esas bases es base de
V', y tenemos lo buscado.

Ejercicio 4.3.8. Sea A una matriz simétrica real de orden n que verifica A% = I.
Demostrar que A = 1.

Calculamos en primer lugar sus valores propios. Sea x € R3, tenemos que \ es
un valor propio si:

Ar == A =\ = I3 == ) =1

Por tanto, tenemos que su unico valor propio posible es A\ = 1. Adema4s, por ser
simétrica y real tenemos que es diagonalizable. Por tanto, tenemos que la multipli-
cidad algebraica del 1 ha de ser 3, es decir,

A~T

No obstante, tenemos que la tinica matriz semejante a la identidad es ella misma,
por lo que A = I.

Ejercicio 4.3.9. Demostrar los endomorfismos autoadjuntos f € End(V,g) que
verifican f* = Id son las reflexiones.

Calculamos en primer lugar sus valores propios. Sea A = M(f;B). Sea x € V,
tenemos que A es un valor propio si:

Av= Xz =A=' =DI' =\ = N =1= =+l
Por tanto, tenemos que sus tinico valores propios posibles son A = +1.

Ejercicio 4.3.10. Sea (V,g) un EVME. Razonar si las siguientes afirmaciones son
verdaderas o falsas:

1. Todo endomorfismo diagonalizable es autoadjunto.

Esto es falso, y ponemos un contraejemplo con un endomorfismo representado
por una matriz de orden 2 no simétrica:

AZM(f;B)I(Z fl)

Tenemos que su polinomio caracteristico es:

pa(N) = A — (@ + d)\ + (ad — be)
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Establecemos la condicién de A > 0 <= (a+d)? —4(ad — bc) > 0. Un posible
contraejemplo es:

a=rgis)= (5 )

Por el Teorema Fundamental de la Diagonalizacion, como tiene dos valores
propios distintos por ser su discriminante positivo, tenemos que es diagonali-
zable. No obstante, como A ¢ S(2), tenemos que no es autoadjunto.

2. Todo endomorfismo diagonalizable con valores propios 1 y —1 es una reflexién.

SI f es una isometria, sabemos que es cierto, ya que sus unicos valores propios
) )

posibles son esos. Por tanto, tomemos f que no sea una isometria. Por ejemplo,

sea f € End(R?,(,)) tal que:

gy = ()

Tenemos que Pr(\) = A* — 1, por lo que sus dos valores propios son +1. Por el
Teorema Fundamental de la Diagonalizacion, tenemos que es diagonalizable,
pero como su matriz asociada en B, (base ortonormal) no es simétrica, f no
es una reflexion.

3. La composicién de dos reflexiones siempre es otra reflexion.

Tenemos que f € End(V") es una reflexién si y solo si es una isometria y
es autoadjunto. En una base ortonormal, tenemos que esto equivale a que f
es una reflexiéon si y solo si su matriz asociada en dicha base es simétrica y
ortogonal.

Sean las matrices asociadas a dos reflexiones en (R?, (,)) las siguientes:

Ale(ShBu):(é _01> A2=M(52,Bu):%<1 _11>

Tenemos que ambas son reflexiones, ya que al ser sus matrices simétricas son
endomorfismos autoadjuntos, y al ser sus columnas base ortonormal de R?,
son ortogonales.

No obstante, tenemos que:

e (10 (1 ) ()

Como M (s10s9,B,) no es simétrica y B, es ortonormal, tenemos que no es un
endomorfismo autoadjunto, por lo que la composicion de estas dos simetrias
no es una simetria.

4. Siu,v € V son dos vectores con g(u,u) = g(v,v), entonces existe una reflexiéon
s respecto de una recta tal que s(u) = v.

Sea la recta L = L{u + v}. Consideramos los siguientes vectores:

Wy =u-+v Wo =V — U
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g(w17 w2) = g<u+v7 U_u> = g(ua v)—g(u, u)+g(v7 U)—g(?), u) = —g(u, u>+g(va U) =0

Por tanto, tenemos que w; L wo. Como wy € L = L{w,} = wy € L*.

1 1
wl—w2:2u:>u:§w1—§w2

1 1
w1+w2:2v:>v:§w1+§w2

Por tanto, tenemos que s;(u) = v. Es decir, existe esa reflexién axial, con eje

de giro L = L{w}.

5. Siwu,v € V son dos vectores con g(u,u) = g(v,v), entonces existe una reflexion
s respecto de un hiperplano tal que s(u) = v.

Sea la recta L = L{v — u}. Consideramos los siguientes vectores:
wy =u-+v Wy =V — U

g(wi, wz) = g(utv,v—u) = g(u,v)—g(u,u)+g(v,v)—g(v,u) = —g(u, u)+g(v,v) = 0

Por tanto, tenemos que w; L wy. Como wy € L = L{wy} = w; € L*.

1 1
wl—w2:2u:>u:§w1—§w2

1
w1+w2:2v:>v:§w1+§w2

Por tanto, tenemos que s;1(u) = v. Es decir, existe esa reflexién especular,
con plano de simetria 7 = L+ = L{v — u}~*.

6. Si f es un endomorfismo autoadjunto, entonces f2y f°—3f2+ f —2/d también
son autoadjuntos.
Sabemos que, dado A € S,,(R), tenemos que A™ € S, (R).
Ademas, dado k € R, tenemos que kA € S,(R).
Por tltimo, tenemos que dados A, B € S,,(R), se tiene que A+ B € S,(R).

Por tanto, sea A = M(f;B) € S,(R) en cierta base B ortonormal, tenemos
que:
A? € S, (R) = f? autoadjunto

A® =347+ A—-2Id € S,(R) = f° — 2f* + f — 2Id autoadjunto
7. Siwu,v,w €V son tres vectores linealmente independientes, entonces no existe
ningin endomorfismo autodjunto f € End(V) tal que f(u) = v, f(v) =wy
f(w) = u.

Demostramos mediante reduccion a absurdo. Supongamos que si, y llegaremos
a una contradiccion.

Como son linealmente independientes, forman parte de la base. Por tanto,
sea B = {u,v,w,eq,...,e,} la base de V. Consideramos la restricciéon de f a
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U = L{u,v,w}. Al ser f un endomorfismo adutoadjunto, entonces f|U también

lo es.
0 01
A:M(fU;{u,v,w}>: 1 00
010
-2 0 1
Pr, M= 1 =X 0 |==XN4+1=-A-1DN\+A+1)
o 0 1 =X

Por tanto, tenemos que el tinico valor propio de f €S A = 1 con multiplici-

dad algebraica 1. Por tanto, como la suma de las multiplicidades algebraicas
no es 3, tenemos que no es diagonalizable. No obstante, todo endomorfismo
autoadjunto es diagonalizable, por lo que llegamos a una contradiccion.

Ejercicio 4.3.11. En R? se considera la métrica ¢ cuya matriz respecto a la base
usual es igual a

G-~ (1 )

1. Demostrar que g es una métrica euclidea. Si p : R? — R? es la proyeccién
ortogonal (respecto de g) sobre la recta y = 0, calcular M (p; B,)

Veamos en primer lugar que G es definida positiva.

1]=1>0 |G=2-1=1>0

Por tanto, G es definida positiva, por lo que g también lo es. Por tanto, (R?, g)
es un EVME, con g como métrica euclidea.

Pasamos ahora a calcular M (p; B,).

Sea B, = {ei, ea}. Tenemos que L = L{e;}. Por tanto, tenemos que:
pler) = e

Necesitamos ahora calcular p(eq). Para ello, es necesario descomponerlo en un

vector de L y otro de L*.
11 T o
o (1) (2)-}

e ()) -

:{l'ERQliL'l—i‘l'Q:O}

)

Por tanto, tenemos que la descomposicion, para cierto a,b € R, es:

b=—1

ez=ael+b(€1—62)=a61+bel—662=>{ a—1
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Es decir, ey = e; — (e; — €3), con ey € L A (e; — e3) € L*. Por tanto,
p(€2) = p<€1 - (61 - 62)) =€

Por tanto, tenemos que:

)= (g )

2. Encontrar un endomorfismo f; € End(R?) que no sea autoadjunto ni para (,)
ni para la métrica g.

Sea f; el endomorfismo dado por:

a=arias) = (1 )

Como sabemos que la base usual es una base ortonormal para (; ), al no ser A
simétrica, tenemos que f no es autoadjunto para ;).

Comprobemos que tampoco lo es para g.

gler, file2)) = g(e1,0) =0 g(fi(e1),e2) = glez, €2) =2
Como 2 # 0 = g(eq, fi(e2)) # g(fi(e1),e2), por lo que f; no es autoadjunto
para g.
3. Encontrar un endomorfismo f, € End(R?) que sea diagonalizable y sea auto-
adjunto respecto de una de las métricas pero no de la otra.

Sea f5 el endomorfismo dado por:

A=risB) = () ) esm

Como A € S(R), tenemos que f es diagonalizable, ya que su matriz asociada
es simétrica de orden dos.

Como sabemos que la base usual es una base ortonormal para (;), al ser A
simétrica, tenemos que fy es autoadjunto para ;).

Por tanto, tenemos que f> es diagonalizable y es autoadjunto respecto del
producto escalar. Comprobemos que no lo es para g.

gler, fa(e2)) = gler,en) =1 g(faler), ea) = glez, e2) =2

Como 2 # 1 = g(ey, fa(e2)) # g(fa(e1),e2), por lo que f2 no es autoadjunto

para g.
1

Ejercicio 4.3.12. En (R3, <,>), y dado L = L 1 , encontrar la matriz
1

respecto de la base usual de:
pPL Prt SL Spt
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1. pr:
Por lo visto en el ejercicio 4.3.1.2a, tenemos que:

1 1 1 1
M(pr; B,) = 3 111
11 1

2. PrL

Como tenemos que:

Id =pp+prr = ppr = 1d—pp

Ty
Por tanto, dado v = | x5 |, tengo que:
T3
I T 1 00 T 1 1 11
pra(v)=1Id| z3 |—-pr| 22 | = 0 1 0 T2 |3 111
T3 T3 0 0 1 T3 1 11
1 2 -1 -1 1
=3 -1 2 -1 T
-1 -1 2 xs3
Por tanto, tenemos que:
1 2 -1 -1
M(pr;B,) = 3 -1 2 -1
-1 -1 2
3. S[,.
Como tenemos que s;, = pr, — pri:
1 -1 2 2
M(SLaBu) - M(pLaBu) - M(pLi;Bu) - 5 2 -1 2
3
2 2 -1
4. Sri:
Como tenemos que s;1. = —sg:
1 -1 2 2
M(SLL,BU)——M(SL,BU):—g 2 -1 2
2 2 -1
1
Ejercicio 4.3.13. En (R3, <,>), ydado L = L 1 , diagonalizar sy v pr.
1
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1.

Sr.:

Tengo que sus valores propios son +1 por ser una simetria. Ademas, tengo
que:
Vi=L V,=L"

Por tanto, D = P*M (sy; B,)P, con:

1
D= ~1
~1

Para calcular la matriz de cambio de base P, calculamos una base de L*.

1

1 T
vlzLL:< 1 > =z eR|(1,1,1)| 2 | =0
1 T3
= {$€R3|$1+$2+I3:O}
1 1
—cd| -1 ], o
0 -1
1 1 1
Por tanto, sea B = {ej, ez,e3} = 1|, -1, 0 una base de
1 0 —1

vectores propios de sy,

Sea B = {é1, €, ¢3} = {e1, 2, €3} base de ortogonal de vectores propios de sy.
Para calcular €3, impongo que é3 € V_; Aéz L é3 = es:

T 1
o = To | <€3,62> =0= ($1,$2,£B3) —1 :O<:>ZL’1 = T9
XT3 0
Por tanto, sea e3 = (1,1, —Q)t. Sea por tanto la base de vectores propios

ortogonal la siguiente:

1 1 1
B={e,é&, e} = 1|, -1, 1
1 0 -2

Por 1ltimo, sea la base de vectores propios ortonormal la siguiente:

—_
—_
—_

1 1 1

(oM
I
|
—_

Por tanto, tenemos que:

1 1 1
P=M(B;B,) = ?5 ~ 762 € 0(3)
sV %
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2. pr:

Tengo que sus valores propios son {1, 0} por ser una proyeccién. Ademads, tengo
que:
Vi=L  Vo=1L"

Por tanto, D = P*M (py; B,)P, con:

D= 0

Como los subespacios propios no cambian, la base de vectores propios orto-
normal es la siguiente:

5—1111111
VET W BRVE L WP V(i W

Por tanto, tenemos que:

1 1 1
- L 2P
P=M(B;B,) = ?5 ~ 762 € 0(3)
o0 %

Ejercicio 4.3.14. Sea f € Iso(V™,g). Supuesto f o f = —Id, demostrar que n es
par y f no tiene valores propios.

Empezamos demostrando que f no tiene valores propios. Por reduccion al ab-
surdo, supongamos que si los tiene. Sea v € V' — {0} vector propio asociado a A € R
valor propio tal que f(v) = Av. Aplicando f,

(fof)w) =Af(v) = —v=XNv= X = -1

Contradiccion. Por tanto, tenemos que f no tiene valores propios. Como un
polinomio de grado impar siempre tiene al menos una raiz real, tenemos que el
grado del polinomio caracteristico es par. Por tanto, n es par.

Ejercicio 4.3.15. Sea f € Iso(V",g). Supuesto f o f = —Id, demostrar que 35,
base ortonormal tal que:

0 | -1,
A= M(f;Bo) = ( L 0 )

Por el ejercicio anterior, tenemos que n = 2k, k € N, ya que la dimensién es par.
Por tanto, demostramos por induccion sobre k:

s Para k =1:

Tomo e € V | |le|]| = 1. Consideramos ahora f(e), que por ser f isometria
tenemos que ||f(e)|| = 1. Consideramos B = {e, f(e)}

164



Geometria II 4.3. Espacios Vectoriales Euclideos.

Veamos que son ortononales:
gle, fle)) = g(f(e), —e) = —g([f(e),e) = gle, f(e)) =0
Ademas, como son unitarios y perpendiculares, forman base. Tenemos que
0 —1
Por tanto, se tiene para k = 1.

= Supuesto cierto para k, demuestro para k + 1

Tomamos e € V' unitario. Consideramos U = L{e, f(e)}.

Tenemos que f(U) C U, pero como ademds f es una isometria tenemos que

f)y=u.

Por ser f una isometria, como U es invariante tenemos que U~ es invariante.
La dimensién de U+ = dimV — dimU = 2k — 2 = 2(k — 1).

Tenemos que {e, f(e)} es una base ortonormal de U, como hemos demostra-
do para k = 1. Ademas, por hipétesis de induccién, tenemos que 3B; base
ortonormal de U~ tal que, por hipétesis de induccién:

—I_
M(‘f‘Ul;Bl) - ( ]ko_l (I; : )

Sea dicha base By = {e1,...,€x_1,€k, ..., ea_2}. No obstante, por la forma de
la matriz tenemos que:

By ={e1,....ex-1, f(e1), .., flex-1)}
Por tanto, ya que U @ U+ =V, tenemos que una base ortonormal de V es:
Bo = {6, f(e)} U Bl = {67 €1y 5 €1, f(e)u f(el)v cee f(ek—l)}

Ejercicio 4.3.16. Sea (V",g) EVME, considerando una base B de V. Sea f €
End(V). Definimos:

G = M(g; B) A= M(f;B)
Demostrar que:
f es autoadjunto —= A'G = GA

Demostracion. Sean u,v € V" tal que, en la base B tenemos las siguientes coorde-
nadas:
T hn

Tn Yn
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Entonces:

g(f(u),v) = f(u)'Gv = (Az)' Gy =a" A'Gy
g(u, f(v)) =a' GAy
Por tanto, tenemos que:
f endomorfismo autoadjunto <= g(f(u),v) = g(u, f(v)) <= A'G = GA

Ademas, en el caso de que la base sea ortonormal, tenemos que G = I, por lo
que se cumple lo ya visto de que la matriz A sea simétrica. O

Ejercicio 4.3.17. Diagonalizar la siguiente matriz mediante una matriz ortogonal:

-2 1 1
A= 1 -2 1 € S3(R)
1 1 =2
Busco los valores propios de As:
—2—-A 1 1 1= 1 1
pa(A) = 1 —2-x 1 = -1-X —2—-) 1 =
1 1 —2-A 2 1 —2—-A
—1-A 1 1
= 0 X+3 0 |=(\+3) _12_A _21_A =
2 1 —2—-A

= (A+3)(A2+3)) = A\ +3)?

Por tanto, tenemos que los valores propios son: {0, —3}. Calculo ahora los subes-
pacios propios:

Vo = {2 = (11,79, 23)" € R® | A32 = 0}

I 1 1

— p— 1
Ay |ere| 2 n =00 L0 WVl
3 $1—2$2+$3:0 1 \/§ 1

= T2 ERB}JIl—i‘LL’Q—Fl’g:O =
T3
1 1 1 1
1 1
= -1 1, 1 =L —=| -1 |,— 1
0 ) VoA P R )
1 1 1
Por tanto, dada la base B = \/ig 11, \/Lﬁ —O 11, \/ig 12 , tenemos
que:
11 1
! w3
D=M(f B)= -3 P=M(B;B,) = BB T € 0(3)
_ 1 _2
3 7 0 7

donde se cumple que P!AP = D diagonal.
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Ejercicio 4.3.18. Sea A € S,(R) tal que A2 = A A tr(A) = 1. Entonces, probar
que:
1

AP cO(n) | A= P ! . P
| 0
Por ser A simétrica, sabemos que es diagonalizable. Por tanto,
1=tr(A) =tr(QDQ™") = tr(QQR D) = tr(D)
Sabiendo que A? = A, tenemos que los posibles valores propios de A son:
M = Av? = A%? = V0P = A =\ = A ={0,1}
Por tanto, tenemos que D es diagonal con traza 1, por lo que es la matriz dada.

Ejercicio 4.3.19. Consideramos (R?, (,)) y tres reflexiones axiales dadas por
S1, 82, 83. Demostrar que:

51089083 = Id <= Los ejes son ortogonales entre si.

Procedemos mediante doble implicacién:

<) Parai = 1,2,3, sea s; la simetria respecto de la recta L;, con L; = L{e;} tal
que ||e;]] = 1.

Como los ejes son ortogonales, tenemos que {ey, 3, €3} son ortogonales. Como
ademds no son nulos, tenemos que son linealmente independientes y forman
base. Sea, por tanto,

B ={ey,eq, €3}

Ademas, tenemos que:

M(Sl O §9 O S3, B) = M(Sl, B)M(Sg, B)M(Sg,B)

Teniendo en cuenta que los tres vectores son perpendiculares entre si, tenemos
que para la simetria s;, e; € V4, e; € V_q parai,j =1,2,3, i # j. Por tanto:

1 —1 -1

M<81082083,B): —1 1 —1 =1d
-1 —1 1

Por tanto, como en cierta base dicha composicién es la identidad, tenemos que:
$1089083 = 1d

—) Demostramos en primer lugar que las tres rectas son distintas mediante re-
duccién al absurdo.

Supongamos que dos son iguales. Entonces, s; o s; = Id para ciertos 1, j.
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= Supuesto s; = s9: Tenemos que s3 = Id, que no es una reflexion axial.

= Supuesto sy = s3: Tenemos que s; = Id, que no es una reflexion axial.

= Supuesto s; = s3: Aplicamos s3 por la derecha y tenemos s, 0 s3 = s3.
Aplicamos s; por la izquierda y tenemos s, = Id, que no es una reflexion
axial.

Por tanto, si dos rectas son iguales tenemos que la tercera es la identidad, que
no es una reflexién axial. Por tanto, llegamos a una contradiccién y sabemos
que las rectas son distintas.

Para i = 1,2, 3, sea s; la simetria respecto de la recta L;, con L; = L{e;} tal
que ||e;|] = 1.

Como s1 0 89 0 s3 = Id, tenemos que Sp 0 S3 = Sj.

Consideramos ahora la recta L = Li N Ly. Es una recta, ya que es la in-
terseccion de dos planos. Estos son distintos al ser Ly # L3, por lo que su
interseccion es una recta. Por tanto, dado v € L tenemos que:

Entonces, como las simetrias son endomorfismos, tenemos que:

s1(v) = (s2083)(v) = s2(—v) = —$2(v) =v =51 (v) =v=v € L4

Por tanto, Vv € Ly N Ly = v € Ly, por lo que L; C Ly N L3 . Por tanto,
tenemos que L; C Ly, Ly, por lo que Ly L Ly, Ls.

Veamos ahora de manera andloga que Ly 1 L3. Tenemos que s; 0 55 = s3.

Consideramos ahora la recta L = Li N Ly. Es una recta, ya que es la in-
terseccion de dos planos. Estos son distintos al ser Ly # Ly, por lo que su
interseccion es una recta. Por tanto, dado v € L tenemos que:

Entonces, como las simetrias son endomorfismos, tenemos que:
s3(v) = (s1052)(v) = s1(—v) = —51(v) =v = s3(v) =v =" v € L3
Por tanto, Vv € L N Ly = v € Ls, por lo que L3 L Ly, Ly. Es decir,
es L €1, 6y —> Lg 1 Ll,LQ
Por tanto, tenemos que los tres ejes son ortogonales.
Ejercicio 4.3.20. Sea U;, U,, U3 C R3 3 planos vectoriales. Demostrar que:
51,081,081y, = —Id <= Los vectores normales a U;, Us, Us son ortogonales entre si.

Demostramos mediante doble implicacion:

168



Geometria II 4.3. Espacios Vectoriales Euclideos.

—) Demostramos en primer lugar que los tres planos son distintos, o equivalen-
temente que las tres simetrias especulares son distintas. Supongamos que dos
simetrias son iguales. Entonces, usando la involucién de las simetrias, tendrias
que la tercera es —Id. No obstante, esto no es una reflexién especular, por lo
que llegariamos a una contradiccion. Por tanto, tenemos que los tres planos
son distintos entre si.

Sea e; el vector normal a U; para ¢ = 1,2, 3. Como tenemos que la composicién
es —Id, consideremos:

SU, © Sus = —Su,

Consideramos ahora el subespacio vectorial de R? dado por L = U,NUs. Como
los planos son distintos, su interseccion es una recta, y sea v € L.

(SUz o SU3)(U) = SUZ(U) =Uv= _SUl(U) == v E Ulj_

Por tanto, Vv € UsNUs = v € Ujt. De esto, concluimos que e; L ey, e3. Vemos
ahora que ey L es. Para ello partimos de sy, o sy, = —sy,, y consideramos la
recta L = Uy N U,. Entonces, tomando v € L,

(s, © 51,) (v) = 50, (v) = v = —sy,(v) = v € Uy
Por tanto, Vv e Uy NU; = v € U3L. De esto, concluimos que e3 | ey, es.

<=) Como no son nulos y son ortogonales, tenemos que los vectores normales son
independientes. Ademds, al trabajar en R? forman base. Por tanto, sea e; el
vector normal a U; para ¢ = 1,2, 3. Entonces, sea la base:

B - {617 €2, 63}
Ademas, tenemos que:

M(SUl O Sy, © SU37B) = M(SUUB)M(SUz?B)M(SUs?B)

Teniendo en cuenta que se han tomado los vectores normales como base y que
los tres vectores son ortogonales, tenemos que para la simetria sy, e; € V_q,
ej € Vi parai,j =1,2,3, ¢ # j. Por tanto:

-1 1 1
M (s, o sy, © sy, B) = 1 —1 1 =—1Id
1 1 —1

Por tanto, como en cierta base dicha composicion es —Id, tenemos que:

Sy, © Sy, © Sy; = —1Id

Ejercicio 4.3.21. Estudiar las isometrias de (R?, (,)) que respecto de la base usual
tienen una de las siguientes matrices:

(5o) (50 w(a)
s1) (W) (s V)
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0 1

Tenemos que |A;| = 1, por lo que se trata de una isometria directa. Ademés,
Ay ¢ S2(R), por lo que no se trata de una reflexion.

Por tanto, se trata de un giro de angulo de 6 # {0, 7}. Es decir,
A — cosf) —senf
7\ senf  cos6
Por tanto, por analogia de términos,

cosf =0 :>0__z
senf = —1 )

Es decir, se trata de un giro de angulo 0 = —7.
0 -1
2. Ay =
Tenemos que |Ay| = —1, por lo que se trata de una isometria inversa, es decir,

una simetria axial.

El eje de giro es L = Vi:

Vi={zeR*| (4 — )z =0}
:{xeRQ\x1+x2:O}:£{<_11>}

Por tanto, se trata de una reflexién axial sobre L = L { ( 1 ) }

—1
1 1
_ 1
WA

Tenemos que |Az| = 1, por lo que se trata de una isometria directa. Ademés,
As ¢ S»(R), por lo que no se trata de una reflexion.

Por tanto, se trata de un giro de angulo de 6 # {0, 7}. Es decir,
A — cosf —senf
# 7 \ senf cosf
Por tanto, por analogia de términos,

cosf = L

senf = -7

Es decir, se trata de un giro de dngulo 6 = —7.
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-1 1
1
4'A4—7§( 1 1>

Tenemos que |A4| = —1, por lo que se trata de una isometria inversa, es decir,
una simetria axial.

El eje de giro es L = Vi:

Vi={zx e R?| (A4 — Nz =0}
:{xeR21(—1—\/§)x1+x2:0}:.c{(1+1\/§)}

1
Por tanto, se trata de una reflexién axial sobre L = L { ( ) }

1++2
5. Aszg(f \%)

Tenemos que |As| = 1, por lo que se trata de una isometria directa. Ademaés,
As ¢ S3(R), por lo que no se trata de una reflexion.

Por tanto, se trata de un giro de dngulo de 6 # {0, 7}. Es decir,
cosf) —send
A5_(sen9 cos 0 )

Por tanto, por analogia de términos,

cosf = L3 T
2 — Q= ——
senf = —% } 6
Es decir, se trata de un giro de angulo 0 = —%.

6. Aﬁzg(_f/g \f)

Tenemos que |Ag| = 1, por lo que se trata de una isometria directa. Ademas,
Ag ¢ S2(R), por lo que no se trata de una reflexion.

Por tanto, se trata de un giro de angulo de 6 # {0, 7}. Es decir,
A — cosf) —senf
67\ senf cosd
Por tanto, por analogia de términos,

—1
0086’—2

T
—0=—=
sen@z—‘/?g} 3

Es decir, se trata de un giro de angulo 6 = —%.
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Ejercicio 4.3.22. Estudiar las isometrfas de (R, (,)) que respecto de la base usual
tienen una de las siguientes matrices:

0 01 0 01 0 -10 0 0 1 0 0 -1
1 00 -1 00 0 0 1 0 -1 0 0 -1 0
010 0 10 1 0 0 1 0 0 1 0 0
001
1. A= 100
010
Tenemos que |A;| = 1, por lo que se trata de una isometria directa en el

espacio; es decir, un giro sin simetria. Ademads, como A; ¢ S3(R), tenemos que
no se trata de una reflexién, por lo que 6 # {0, 7}.

Su eje de giro es L = V;:
Vi=L={zeR| (4 —Dz=0}

_l‘l—'—xi‘]:o}zﬁ 1

_ 3
—{CIZER oy — g — 0

Para calcular el angulo de giro, tomo un vector perpendicular al eje de giro,
es decir, e = (1, —1,0)".
f(e) = (07 17 _1)t

El d4ngulo de giro cumple esta relacion:

_{fle)e)  —1 _ 2w
cosf = TR — 0 = ;

Por tanto, tenemos que se trata de un giro sin simetria G g sobre la recta

1
L=L 1 de un tercio de vuelta, es decir, 6 = 2%
1
0 01
2. Ay = -1 0 0
0 10
Tenemos que |As| = —1, por lo que se trata de una isometria inversa en el

espacio; es decir, un giro con simetria. Ademads, como Ay ¢ S3(R), tenemos
que no se trata de una reflexion, por lo que 6 # {0, 7}.

J=s1mroGLy

Su eje de giroes L =V _:

Vai=L={zeR| (4 +)z=0}

1

$1+[L’3:0 }:[, 1

_ 3
_{.’IZGR b2y =0 !
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Calculamos su plano de simetria:

1 0
Lt=¢r 0], 1
1 1

Para calcular el angulo de giro, tomo un vector perpendicular al eje de giro, es
decir, e = (1,0,1)" € L*. Por tanto, como e € L*, tenemos que G 4(e) € L*,
por lo que f(e) = s (Gro(e)) = Grole)

f(@) = (17 _170)t
El dngulo de giro cumple esta relacion:

(f(e),€)

cosfh = 22—~
|le] 2

1 T
2 3

Por tanto, tenemos que se trata de un giro con simetria s, 1 oG, y sobre la recta

1 1 0
L=L 1 de dngulo § = % y con plano de simetria Lt=. 01,1
-1 1 1
0 -1 0
3. A3=10 0 1
1 0 0
Tenemos que |As| = —1, por lo que se trata de una isometria inversa en el

espacio; es decir, un giro con simetria. Ademds, como Az ¢ S3(R), tenemos
que no se trata de una reflexién, por lo que 6 # {0, 7}.

f=spro GL,e

Su eje de giroes L =V _:

Vai=L={zeR|(4;5+ )z =0}

r1— 212 =0 !
= {3: cR¥| TP TP } =L 1
To + Ty = 0 1
Calculamos su plano de simetria:
1 0
Lt=r 0], 1
1 1

Para calcular el angulo de giro, tomo un vector perpendicular al eje de giro, es
decir, e = (1,0,1)" € L*. Por tanto, como e € L*, tenemos que Gz 4(e) € L*,
por lo que f(e) = s (Gro(e)) = Grgle)

f(e) = (07 L, 1)t
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El dngulo de giro cumple esta relacion:

(f(e). e)

cosf) = 22—~
[lel|?

1 T
2 3

Por tanto, tenemos que se trata de un giro con simetria s, 1 oG, y sobre la recta

1 1 0
L=L 1 de dngulo § = % y con plano de simetria Lt=. 01,1
-1 1 1
0 0 1
4. A,=| 0 -1 0
1 0 0
Tenemos que |A4] = 1, por lo que se trata de una isometria directa en el

espacio; es decir, un giro sin simetria. Ademads, como A; € S3(R), tenemos que
se trata de una reflexién (0 € {0,7}). Como Ay # I3, tenemos que f # I. Por
tanto, tenemos que se trata de una reflexién axial.

Su eje de giro es L = V;:
Vi=L={zeR*| (A4 -z =0}

—x1+x3 =0 L
={zxeR TN L=r| 0
—2562 =0
1
Por tanto, tenemos que se trata de una reflexion axial s; sobre la recta
1
L= L 0
1
0 0 -1
5. As=1 0 -1 0
1 0 O
Tenemos que |A5| = —1, por lo que se trata de una isometria inversa en el

espacio; es decir, un giro con simetria. Ademéds, como As; ¢ S3(R), tenemos
que no se trata de una reflexion, por lo que 6 # {0, 7}.

J=smroGLy
0
Su eje de giro es L = V_;. En este caso, vemos claro que | 1 | € V_q, por lo
0
0
que L =L 1
0
Calculamos su plano de simetria:
1 0
Lt=r 01,10
0 1
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Para calcular el angulo de giro, tomo un vector perpendicular al eje de giro, es
decir, e = (1,0,0)! € L*. Por tanto, como e € L*, tenemos que Gz 4(e) € L*,
por lo que f(e) = s (Gro(e)) = Grgle)

fe) = (0,0,1)"
El dngulo de giro cumple esta relacion:

(f(e),€)

AT 0= 0=
le] |2

cosf =

ro| 3

Por tanto, tenemos que se trata de un giro con simetria s, 1 oG, y sobre la recta

0 1 0
L=L 1 de dngulo 6 = 7 y con plano de simetria Lt=r 01,10
0 0 1

Ejercicio 4.3.23. Estudiar las isometrias de (R3, {,)) que respecto de la base usual
tienen una de las siguientes matrices:

0 Y2 V2 0 -1 0 V29 2
2 2 3 s 2 2
-1 0 0 w0 == 0 -1 0
V2 =2 V2 V2 V2 -2
0 5 = 20y 2 0 =7
2 2 -1 2 -1 2 2 2 -1
% -1 2 2 é 2 2 -1 % 2 -1 2
2 -1 2 -1 2 2 -1 2 2
0 X2 £
2 2
1. A= -1 0 O
0 X2 =2
2 2
Calculamos en primer lugar |A,|:
v2 o 2 2 2
Al =-(-D| & s =—7-1-1
2 2
Tenemos que |A;| = —1, por lo que se trata de una isometria inversa en el

espacio; es decir, un giro con simetria. Ademéds, como A; ¢ S3(R), tenemos
que no se trata de una reflexién, por lo que 6 # {0, 7}.

J=s1r0GLy

Su eje de giroes L =V_1:

Vai=L={zeR| (4 +)z=0}

$1+\/7§I2+\/T§$3:0 1—\/5
—{zxeR? —x1+22=0 =L 1—+2
Ly 4 (L2 +1D)z3 =0 1
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Calculamos su plano de simetria:

0 1
Lt=r 1 -1
V2 -1 0

Para calcular el angulo de giro, tomo un vector perpendicular al eje de giro, es
decir, e = (1,—1,0)" € L*. Por tanto, como e € L*, tenemos que Gz, 4(e) € L+,
por lo que f(e) = s (Gro(e)) = Grgle)

El dngulo de giro cumple esta relacion:

1 V2 2 — /2
_ <f||(e|)|726> = — 2 — f§ = arccos v2
e

Por tanto, tenemos que se trata de un giro con simetria s, 1 oG, y sobre la recta

Y

L=2L 1—+2 de angulo 6 = arccos 2_4*/5 y con plano de simetria
1
0 1
Lt= 1 -1
V2-1 0
0 -1 0
2. A= 2 0 -2
V2o V2

Calculamos en primer lugar |As|:

|22
2 2
Tenemos que |As| = 1, por lo que se trata de una isometria directa en el

espacio; es decir, un giro sin simetria. Ademads, como Ay ¢ S3(R), tenemos que
no se trata de una reflexién, por lo que 6 # {0, 7}.

f=GLe

Su eje de giro es L = V;:
Vi=L={zeR®| (A4 -z =0}

r1+ 22 =0 \/5—1
= .Z'GRB \/7§$1—I2—\/T§ZE3:0 =L 1—\/5
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Para calcular el angulo de giro, tomo un vector perpendicular al eje de giro, es
decir, e = (1,1,0)! € L*. Por tanto, como e € L*, tenemos que Gz 4(e) € L*,
por lo que f(e) = s (Gro(e)) = Grgle)

—1
feoy=| %
V2
2
El dngulo de giro cumple esta relacion:
v2_q 22
cos = (f(e).e) = 2 :Qzarccos\/_
[le][? 2 4

Por tanto, tenemos que se trata de un giro sin simetria G g sobre la recta
V2 -1
— 3 _ V2-2
L=L 1—v2 de dngulo 0 = arccos *—=.

1
V2o V2
2 2
3. A= 0 -1 0
V2o V2
2 2

Calculamos en primer lugar |As]:

2 2 2 2
2 2
Tenemos que |Az| = 1, por lo que se trata de una isometria directa en el

espacio; es decir, un giro sin simetria. Ademads, como Az € S3(R), tenemos que
se trata de una reflexién, por lo que 6 € {0,7}. Como A3 # I3, tenemos que
se trata de una reflexion axial.

Su eje de simetria es L = V;:

Vi=L={zeR®|(A;— 1)z =0}

3 (L2 — 1)y + Loy = 1++/2
=<¢reR To =0 =L 0

Por tanto, tenemos que se trata de una reflexién axial s; sobre la recta

14+42

L= L 0
1
2 2 -1
4. A= -1 2 2
2 —1 2
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Tenemos que |A4] = 1, por lo que se trata de una isometria directa en el
espacio; es decir, un giro sin simetria. Ademads, como Ay ¢ S3(R), tenemos que
no se trata de una reflexién, por lo que 6 # {0, 7}.

f=Gre

Su eje de giro es L = V;:

Vi=L={zeR®| (A —IDz=0}

—171+23L’2—1'3:0 1
=L zeR| -y —x94+223=0 =L 1
2$1—x2—x3:O 1

Para calcular el angulo de giro, tomo un vector perpendicular al eje de giro, es
decir, e = (1, —1,0)" € L*. Por tanto, como e € L+, tenemos que G, (¢) € L*,
por lo que f(e) = s (Gro(e)) = Grgle)

1 0 0
flo=5| 3 =1 1
3 1

El dngulo de giro cumple esta relacion:

(f(e), e)

cosf = ——~
|le] 2

1
2

wl A

Por tanto, tenemos que se trata de un giro sin simetria G g sobre la recta

1
L=L 1 de dngulo 0 = Z.
1
2 -1 2
5 A=3 2 2 -1
-1 2 2
Tenemos que |A;| = 1, por lo que se trata de una isometria directa en el

espacio; es decir, un giro sin simetria. Ademads, como As ¢ S3(R), tenemos que
no se trata de una reflexién, por lo que 6 # {0, 7}.

f=Gry

Su eje de giro es L = V;:

Vi=L={zeR®| (4 -1z =0}

—I1—$2+21’3:O 1
= ZEER?’ 2%1—172—1’3:0 =L 1
—$1+2l‘2—l’3:0 1
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Para calcular el angulo de giro, tomo un vector perpendicular al eje de giro, es
decir, e = (1,—1,0)* € L*. Por tanto, como e € L*, tenemos que G 4(e) € L+,
por lo que f(e) = s (Gro(e)) = Grgle)

1 3 1
-3 —1

El dngulo de giro cumple esta relacion:

(f(e). e)

1
oL = = =
llel]* 2

w3

cosf =

Por tanto, tenemos que se trata de un giro sin simetria G g sobre la recta

1
L=°L 1 de dngulo 0 = Z.
1
2 2 -1
6. Ag = % 2 -1 2
-1 2 2
Tenemos que |Ag| = —1, por lo que se trata de una isometria inversa en el

espacio; es decir, un giro con simetrfa. Ademéds, como Ag € S3(R), tenemos
que se trata de una reflexién, por lo que 6 € {0, 7}. Como Ag # —I3, tenemos
que se trata de una reflexion especular.

f=su
Su plano de simetria es L = V;:

Vi=U={zeR*| (4 — Dz =0}

—x1+ 2129 —23=0 1 1
={zeR| 20y —das+203=0 » =L 1], o
—$1+2$2—LL’3:0 1 —1

Por tanto, tenemos que se trata de una reflexion especular s;; sobre el plano

1 1
U=vi=cl| 1], o
1 1

Ejercicio 4.3.24. Encontrar las matrices de las siguientes isometrias de (R3, (,)):

1. La simetria respecto del plano II =4y — 32 =0

Tenemos que el plano de simetria es:

1 0
n=c{|o].[3
0 4
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Ampliando a una base de R3, tenemos que una base ortonormal de R? es:

1 1 0 1 0
B ={e,eq,e3} = 0]1,=(3],=1| —4
0 4 3
Por tanto, tenemos que:
1 0 O
M(sp,B)=|( 0 1 0
0 0 —1

Para obtener la matriz asociada a la base usual, sea v € R? con coordenadas

T ay
V= T = a9
T3 B. as B

Por ser B una base ortonormal, tenemos que:

T 1
alz(v,el>:< o |, O >::)31
xs3 0

I 0
1 1
as = (v,e9) = zo |,=| 3 = —(3zy + 4x3)
5 5
I3 4

I 1 0 1
as = (v, e3) = < T2 | —4 > = g(—4:1:2 + 3z3)

1 0
1
SH(U) = aie1+age9—azes = I 0 +g(3$2+4x3)_ 3 __(_4$2+3$3)_
0 4
1 1 0 0 -
= | =ao+4us) + 5 (—dxo+323) | = 0 —f 2 .
24_5(3$2 + 4x3) + 23—5<4$2 — 3x3) 0 2_451 % s

Por tanto, tenemos que:

L (2 0 0
MsmB) =gz [ 0 —7 24
0 24 7
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2. La simetria respecto de larecta L=x+2y +22=0,2x +y+ 22 =0

Tenemos que la recta es:

2
L=L 2
-3
Ampliando a una base de R3, tenemos que una base ortonormal de R? es:
1 2 1 1 1 3

B={e,e9,e3} =<¢ — 2 — | -1 ], — | 3
{1 2 3} \/1—7 _3 \/5 0 \/ﬁ )

Por tanto, tenemos que:

1 0 0
M(sp,By=1{ 0 =1 0
0 0 -1

Para obtener la matriz asociada a la base usual, sea v € R?, con coordenadas

Iy aj
v = i) = (05}
XT3 B, as B

Por ser B una base ortonormal, tenemos que:

I 2
1 1
a; = (v,e1) = x , —— 2 = — (221 + 229 — 32
1= (v,e1) < 2 i 5 > _17( 1 2 3)

Zs3

T 1 1 1
(12:<U,€2>:< To ,E —01 >:%(QZ1—[E2)

1 1 (3 1
az = (v,e3) = < T — | 3 > = ——(3x1 + 3x9 + 4a3)
3 v34

Por tanto, por ser B una base ortonormal, tenemos que:

sp(v) = ar1eq — azes — agzez =

1 1 2 1 e
= — (271 + 229 — 373) —= 2 —— (1 —x)— | -1 | —
\/1_7( 1 2 3>\/ﬁ 3 \/5( 1 2) 5 0
1 1 (3
‘ v 4
2(2x1 + 2x9 — 3a3) — (21 — 32) — 2= (3x1 + 3w2 + 4u3)
= 1—27<2l’1 + 229 — 31’3) + %(Il — .732) — %(3;{}1 + 3x9 + 4I3) —
— 2 (221 + 225 — 3w3) — 2 (w1 + 3wz + da3)
? i —ﬁ 1 1 -9 8 12
B T, 1, 7 T2 | = Mlsp.Bu) = 17 8 -9 ~L2
7 1 17 T3 —-12 —-12 1
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3. El giro de eje L = L 0 y angulo 6 = g
1

Sea (1, ¢ el giro. Calculamos en primer lugar el subespacio ortogonal:

0 1

1
Lt=r 1 ],—1 0
o) V2\ 1

Por tanto, consideramos la siguiente base de R3:

0 1 1 1

B=cl|l1|,—| o |.lo
o) V2\ .1 1

Tenemos que:

cosf —senf 0 0 —1 0
M(GrLg,B)=1| senf cos¢ O |=|(1 0 0
0 0 1 0 0 1
1 T
4. El giro con simetria de eje L = L 0 y angulo 6 = 5
1

Sea sy o G g el giro. Calculamos en primer lugar el subespacio ortogonal:

0 1 1

Lt=¢r 1 ].,—1[ o
o) V2\ 1

Por tanto, consideramos la siguiente base de R?:

0 1 1 1

B=L 1],— 0 .1 O
o) v2\ 1) \1

Tenemos que:

cosf —senf 0 0 -1 0
M(spL0Gprg,B)=| senf cosf 0 =1 0 0
0 0 -1 0 0 -1
1 T
5. El giro de eje L = L 1 y angulo 0 = 3
1

Sea (1, ¢ el giro. Calculamos en primer lugar el subespacio ortogonal:

1 1
LYr=c{—| 1 |,—=1| O
Vel o ) V2 o



Geometria II 4.3. Espacios Vectoriales Euclideos.

Por tanto, consideramos la siguiente base de R?:

1 0 1 1 1

B=r{— | 1 |],—=| o |.[1
\/5—1\/5—1 1

Tenemos que:

cosf —send 0 1 1 V30
M(Grp,B) = | senf cosé 0 | =7 V3 1 0
0 0 1 0 0 2
! T
6. El giro con simetria de eje L = L 1 y angulo 6 = 3
1

Sea sp1 o G g el giro. Calculamos en primer lugar el subespacio ortogonal:

1 [0 1 L

Lr=c{—| 1 |,—=1| O
Vel o ) V2 o

Por tanto, consideramos la siguiente base de R3:

1 0 1 1

B=c{—=| 1 |,—=[ o |.[1
va\ ) ve o)

Tenemos que:

cosf@ —senfl 0 1 1 V3 0
M(spr0Gprg,B)=| senf cosf 0 =3 V3 1 0
0 0 —1 0 0 -2

Ejercicio 4.3.25. Sean f, h dos isometrias de (R3, (,)). Si f es la simetr{a respecto
del plano vectorial II, demostrar que g = ho foh™! es la simetria respecto de h(II).
En primer lugar, tenemos que g es una isometria, ya que estas forman un grupo
para la composicién.
Tomando determinante, tenemos que:

lgl =1ho foh | =I|nl If[ [P =If|=-1

Por tanto, como ¢ es una isometria inversa, tenemos que se trata de un giro con
simetria.

Como h es una isometria, tenemos que podemos considerar la inversa de la
matriz asociada a h en una base ortogonal. Por tanto, tenemos que se trata de un
isomorfismo. Por tanto, notamos para cada v € Il el valor h, = h(v) € R | h(v) = h,.
Es decir, h, es la imagen asociada a un tnico v € II.
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Por tanto, dado v € II, tenemos:
g(hy) = (ho foh™)(h,) = (ho f)(v) = h(v) = h, = h, € Vi(g)

donde he empleado que h, = h(v) = h='(h,) = v y que h, € Vi(f).

Por tanto, tenemos que V;(g) # {0}, y ¢ es una isometria inversa. Por tanto, ha
de ser una simetria especular respecto al plano V;(g).

Ademds, tenemos que h(II) C Vi(g). Como II es un plano, tenemos que h(II)
también, ya que un isomorfismo conserva las dimensiones. Por tanto, tenemos que
B(IT) = Vi(g).

Por tanto, efectivamente se trata de una reflexién especular respecto de h(II).

Ejercicio 4.3.26. Sean f,h dos isometrias de (R3,(,)). Si f es un giro de eje L y
dngulo 6, demostrar que g = ho f o h™! es un giro de eje h(L) y dngulo 6.

En primer lugar, tenemos que g es una isometria, ya que estas forman un grupo
para la composicion.

Tomando determinante, tenemos que:

gl = [ho foh | =|h[|f| K~} =|fl =1

Por tanto, como ¢ es una isometria directa, tenemos que se trata de un giro sin
simetria. Veamos que no es una reflexion:

gog=hofohohofoh'=Id<=hofofoh ' =Id<+=
< hofof=h<= fof=1Id

Por tanto, tenemos que g es una reflexién si y solo si f también lo es. No obstante,
tenemos que no lo es, por lo que g tampoco. Por tanto, tenemos que g es un giro de
angulo 0" # {0, 7} y eje L.

Como h es una isometria, tenemos que podemos considerar la inversa de la
matriz asociada a h en una base ortogonal. Por tanto, tenemos que se trata de un
isomorfismo. Por tanto, notamos para cadav € L el valor h, = h(v) € R | h(v) = h,.
Es decir, h, es la imagen asociada a un tnico v € L.

Por tanto, dado v € L, tenemos:

g(he) = (ho foh™)(hy) = (ho f)(v) = h(v) = hy == hy € Vi(g) = L'

donde he empleado que h, = h(v) = h~'(h,) = v y que h, € Vi(f).

Ademds, tenemos que h(L) C Vi(g) = L'. Como L es una recta, tenemos que
h(L) también, ya que un isomorfismo conserva las dimensiones. Por tanto, tenemos
que h(L) = Vi(g) = L.

Por tanto, efectivamente se trata de giro sin reflexién de eje h(L). Calculamos
ahora el dngulo 0 de giro. Consideramos para ello e L L,y veamos que h(e) L h(L):

0= (e, l) = (h(e),h(l)) VlelL
donde he usado que h es una isometria. Por tanto,
g(h(e)) = (ho foh™")(h(e)) = (ho f)(e)
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Por tanto, tenemos:

Como h es una isometria, tenemos que:

gy~ OGO (). h(F)) (e fe))

[A(e)]|? [h(e)? lel|?

Por tanto, como ademads el coseno es una funcién inyectiva entre [0, 7], tenemos que
0=20.

Por tanto, tenemos que se trata de un giro respecto del eje h(L) de un angulo 0,
como buscabamos demostrar.

Ejercicio 4.3.27. Clasificar las isometrias f € Iso(R?,(,)) que verifican cada una
de las siguientes condiciones:

1. fof=1Id
Veamos que es una reflexién. Supongamos f giro respecto de L de angulo 6,
y consideramos v € Lt con ||v|| = 1. Al considerar v € L*, no afecta que sea

con simetria o sin simtria. Por tanto,
(fof)w)=[f(f(v)) =v=(GLooGLe)(v) =GL2(v)
Por tanto, tenemos que:

cos26 = (v,Gpop(v)) = (v,v) =1 =60 ={0,7}

Por tanto, tenemos que se trata de una reflexion.
2. fof=-Id
Tomando determinante, tenemos que:

£ o fl= 112 =~ 1d = 1

Por tanto, tenemos que es imposible, ya que |f| € R. Por tanto, este caso no
se puede considerar.

3. fof=sy|dimU =2.
Tomando determinante, tenemos que:

[fo fl=IfF =Isvl = -1

De nuevo, tenemos que es imposible, ya que |f| € R. Por tanto, este caso
tampoco se puede considerar.

Ejercicio 4.3.28. Sea f € Iso(R?, (,)). Demostrar que son equivalentes:
1. f es un giro de dngulo 6 < %,

2. |If(w) =l <ol Vv eR?
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Demostramos mediante doble implicacién:

(1) = (2) Suponemos que f es un giro de dngulo 0 < § <

™

Como el coseno es decreciente en [O, 5
Por definicién de angulo, tenemos que:

s
3
}, tenemos que 1 > cosf > cosZ =

1
=2 > weV—{0}

Entonces, considerando que f es una métrica que conserva las normas, tenemos
que:

2(v, f(v)) = [Jo]]* <= [[o][P=2(v, f(v)) < 0 <= [Jo]P=[Jo|P+][v]*—2{v, f(v)) < 0 <=
= IF P + Il = 2(v, f(0)) < [Io]]* <= [1f(v) = 0l]* < [Jo]]* =
= |[f(w) —oll <Pll - YveV —{0}

Ademas, para v = 0 se da la igualdad trivialmente.

(2) = (1) Demostramos en primer lugar que se trata de un giro en el plano. Su-
pongamos que no lo es, y al estar en el plano tenemos que f es una reflexion
axial. Entonces, dado v € V_,

1F(0) = ol = [| = 20l| = 2[[v]] < [Jo]| = 2 <1

Llegando a una contradiccién, demostrando asi que se trata de un giro.

Veamos ahora que 0 < 6 < %. Partimos de || f(v) — v|| < [Jv|| Yo € R? y, por
lo visto en la otra implicacién, tenemos que:

1 () = vl < [loll <= []v]]* < 2(v, f(v))

Por tanto,

1 _(w,f)
5 g W =: cosf

Por tanto, tenemos que el angulo 6 de giro cumple la siguiente desigualdad:

T
0<0< 3
demostrando asi lo pedido.
Ejercicio 4.3.29. Sea f € Iso(R3, (,)). Demostrar que son equivalentes:
1. f es un giro de dngulo 6 < 7,
2. [|f(v) —vll < V2[lol]  VveR®—{0}.

Demostramos mediante doble implicacion:
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(1) = (2) Suponemos que f es un giro de angulo 0 < 6 < 7.

T

Como el coseno es decreciente en [0, 5
Por definiciéon de dngulo, tenemos que:

], tenemos que 1 > cosf > cos 5 = 0.

1>cos€::%>0 Yv eV —{0}

Entonces, considerando que f es una métrica que conserva las normas, tenemos
que:
(0, f(0)) > 0 = =2(v, f(v)) < 0 <= |]*+[Jv|[*=2{v, f(v)) < 2[Jo]* <=
= [IfOIF + [lo]* = 2(v, f(0)) < 2lol]* <= |If (v) = oIl <2|pl|* <=
= |lf(v) vl < V2|l YoeV {0}
(2) = (1) Demostramos en primer lugar que se trata de un giro sin simetria en

el espacio. Supongamos que no lo es, por lo que V_; # {0}. Entonces, dado
veV.,

1/ () =il = 1| = 20]| = 2||ol| < V2Ipl| =2 < V2

Llegando a una contradiccién, demostrando asi a que V_; = {0}, por lo que
no hay simetria y se trata de un giro.

Veamos ahora que 0 < @ < Z. Partimos de || f(v) —v|| < v2[[v|| Vo € R?—{0}
y, por lo visto en la otra implicacion, tenemos que:

1f(v) =l < V2ol <= (v, f(v)) > 0

Por tanto,

=: cosf

Por tanto, tenemos que el angulo 6 de giro cumple la siguiente desigualdad:

T
0<b<—
2

demostrando asi lo pedido.

Ejercicio 4.3.30. Consideramos f € Iso(R?, <,>) dada por:

0 0 1
A:M(f;BU): 0 -1 0
I 0 0

Clasificar la isometria y encontrar sus elementos notables.

En primer lugar, hemos de ver que es una isometria.

0 0 1 0 0 1
AA=10 -1 0 0 -1 0 | =I=A€c0(3)
1 0 0 1 0 0
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Como A € 0O(3), vemos que efectivamente f es una isometria.

Ademsds, como |f| = 1, tenemos que es una isomterfa directa. Al estar en R3,
es un giro sin simetria. Ademés, como A € S3(R), tenemos que f es una reflexién
axial.

Tenemos que L = V;. Calculamos dicho subespacio propio de R3:

L1 L1
Vi = vy | ER*|(A-D)| 2o | =0
T3 T3
T —1 0 1 T
= o | €R*[ 0 —2 0 z2 | =0
T3 1 0 -1 T3
i rL— 0 L
= T2 € Rg ! 35— = [, 0
To = 0
XT3 -1
1
Por tanto, tenemos que se trata de una reflexion axial sobre larecta L = L 0
-1

Ejercicio 4.3.31. Consideramos f € I'so(R?, <,>) dada por:

0 0 -1
A=M(f;By)={ 0 -1 0
1 0 0

Clasificar la isometria y encontrar sus elementos notables.

En primer lugar, hemos de ver que es una isometria.

0 0 —1 0 0 -1
AA=10 -1 0 0 -1 0 |=I=Ac0(3)
1 0 0 1 0 0

Como A € O(3), vemos que efectivamente f es una isometria.

Ademsds, como |f| = —1, tenemos que es una isometria inversa. Al estar en R3,
es un giro con simetria, f = sy 0 Gpy. Como A ¢ S3(R), tenemos que f no es una
reflexion, por lo que 6 # {0, 7}.

0

Elejees L = V_;. En este caso concreto, es facil ver que L =V_; = L 1
0

Para calcular el angulo, es necesario trabajar con vectores perpendiculares al eje,
ya que:

v L L <= L{v, f(v)} = 0 es constante

Por ello, tomo un vector ortogonal al eje. Sea e = (1,0,0)" ortogonal al eje.
f(e) = (0,0, 1)’
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Por tanto,

(f(e),e)

_— = 0:
-

cosf =

| N

Por tanto, vemos que se trata de un giro de angulo 6 = 7 respecto a la recta

0 1 0
L=L 1 con simetria respecto del plano Lt = £ 01,10 , s
0 0 1

decir, del plano L* de ecuacién y = 0.

Ejercicio 4.3.32. Sea (V",g) EVME, considerando una base B de V. Sea f €
End(V). Definimos:

G = M(g; B) A= M(f;B)
Demostrar que:
f es isometria <= A'GA =G

Demostracion. Sean u,v € V" tal que, en la base B tenemos las siguientes coorde-
nadas:
T h

Tn Yn

Entonces:
g(f(u), f(v) = f(w)'Gf(v) = (Az)' G Ay = 2" A'GAy
g(u,v) =2' Gy
Por tanto, tenemos que:
f isometria <= g(f(u), f(v)) = g(u,v) &= A'GA=G

Ademas, en el caso de que la base sea ortonormal, tenemos que G = I, por lo
que se cumple lo ya visto de que la matriz A sea ortogonal. O

Ejercicio 4.3.33. Consideramos el EVME (R?, (,)), y sean f,s € Iso(R?, (,)) tal
que:

= f es un giro de eje L y angulo 6 # 0,
= s es una reflexion respecto del plano U O L.

Estudiar h = so f.

Como las isometrias forman un grupo para la composicion, tenemos que h es una
isometria. Calculamos ahora su determinante:

B = Js|[f] = =1-1=—1
Por tanto, se trata de un giro con simetria. Ademas, Vu € L tenemos que:
h(u) = (so f)(u) = s(u) =u= L C Vi(h)
Por tanto, como V; # {0}, tenemos que se trata de una reflexién especular

respecto de W D L.
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Ejercicio 4.3.34. Sea f # Id un giro sin simetrfa en el EVME (R?, (,)). Conside-
ramos U C R? un plano vectorial invariante por el giro, f(U) = U. Demostrar que
se cumple alguna de estas condiciones:

1. f es una reflexién axial de eje L y U es ortogonal al eje, U = L*, o el eje estd
contenido en U, L C U.

2. f no es una reflexion y U es ortogonal al eje L del giro f.

Tenemos que el eje L = V; es una recta. Sea U C R3? un plano invariante, y
consideramos la recta U~+. Por ser una isometria, tenemos que:

fU)=U= fU") =U"
Sea e € U™, es decir, U+ = £{e}. Como f(e) € U+, tenemos que f(e) = e, por
lo que e € V), para cierto valor propio A\. Como f es una isometria, tenemos que

A= =+1:

= Supuesto e € Vi:

Tenemos que ¥V e € Ut = e € V;. Como ademds dimL = dimU*+ = 1,
tenemos que L = U~.

= Supuesto e € V_q:

Como V_; # {0}, tenemos que se trata de una reflexiéon axial. Por tanto,
sabemos que f(A) = A para A = L, U,U*. Sabiendo que V = U & U+,
tenemos que:

LcU Vv LcU*

Ademas, razonando segun las dimensiones, tenemos que:

LcU Vv L=U"

Ejercicio 4.3.35. Sean f,h dos giros sin simetria, distintos de identidad, en el
EVME (R3, (,)). Razonar que f y h conmutan, foh = ho f, si y solo si se cumple
una de las siguientes condiciones:

1. f y h son reflexiones axiales con el mismo eje o con ejes ortogonales.
2. Alguno de los dos giros no es una reflexion y los dos tienen el mismo eje.

Como f, g son giros sin simetria distintos de la identidad, tenemos que son refle-
xiones axiales o giros de angulo 6 # {0, 7}. Por tanto, sea L; eje de f, y sea Ly el
eje de h.

Tomamos v € L. Entonces:

(foh)(v) = (ho f)(v) = f(h(v)) = h(v) = h(v) € VA(f)

Como h(v) € Vi(f) = Ly y tenemos que Ly = L{v}, tenemos que h(v) = v,
por lo que v € V) (h) para cierto valor propio A.
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= Suponemos h simetria axial.

Tenemos que los tnicos valores propios de h son +1. Entonces:

e Supuesto v € Vy(h):
Tenemos que v € L. Es decir,

Yo € Ly = v € Ly

Por tanto, tenemos que Ly = Lj,.

e Supuesto v € V_1(h):
Como V_; # {0}, tenemos que h es una reflexién axial.

Por tanto, tenemos que v € L. Es decir,
Vo e Ly = v € Ly
Es decir, tenemos que Ly C Li-. Por tanto, L; L Ly,.

= Suponemos h giro de dngulo 6 # {0, 7}

El tdnico valor propio de un giro sin simetria de 6 # {0, 7} es el 1, sabiendo
que Vi (h) = L. Por tanto, tenemos que v € Lj,. Es decir,

VUGLf:>’UELh

Por tanto, tenemos que Ly = Lj,.

Por tanto, queda demostrado.

Ejercicio 4.3.36. Sea (V3,g) EVME. Sea f # Id una isometrfa directa. Demostrar
que f es composicion de dos reflexiones axiales de ejes ortogonales al eje de giro
L = L£{e} de la isometria.
Sea f un giro de eje L = L{e}y dngulo § # 0, y consideramos e; € L*. Definimos
la recta vectorial L1 = L{e;} L L. Sea s; la reflexion respecto de Lj.
Consideramos ahora g = s; o f. Entonces, como |g| = 1, tenemos que es una
isometria directa. Consideramos e € L:

gle) = (s10 f)(e) = s1(e) = —e = e € Vou(9)

Como V_1(g) # {0}, tenemos que g es una reflexiéon. Sea g = s, reflexién sobre
la recta L.
Hemos visto que Ve € L, se tiene que e € V_1(s9) = Ly, por lo que L L Ly.

Ejercicio 4.3.37. Sean Li, L, dos rectas vectoriales de (R?,(,)) que forman un
angulo 0 € [0,7/2] entre si. Sean s1, sy las simetrias axiales respecto de Ly, Ly
respectivamente. Demostrar que sy 0 51 es un giro de angulo 26.

En primer lugar, tenemos que |sy 0 s1| = 1, por lo que se trata de un giro de
angulo a.
Consideramos Ly = L{e1}, con ||e;|| = 1, y sea L7 = L{e,}, con ||e,|| = 1.

Consideramos base B = {ej,€,}, por lo que tenemos:

M(s1,B) = <(1J —01 )
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Ademas, considerando 6 = £{eq, ez}, por el ejercicio 4.3.42; tenemos que:

cos(20)  sen(20)
M(s2, B) = ( sen(2¢) — cos(26) )

Por tanto, tenemos que:

o= () o ) (o 50) = (2560 o))

Por tanto, ss 0 s es un giro respecto del dngulo o = 26 € [0, 7].

Ejercicio 4.3.38. Dados dos vectores cualesquiera u,v de un EMVE (V] g), des-
muestra que se cumplen estas propiedades:

1. Identidad del paralelogramo: ||u + v||* + |[Ju — v||* = 2 (|u]]* + ||v]]?).
[lutv| P+ [[u—vl[* = [[ul P +[[o]|*+2g€ee 0T+ |u] P +[|0] |* ~ 296e0T = 2(]ul[*+]|v][*)

2. Teorema del coseno: ||u — o[> = ||ul|* + ||v]||* = 2||u]| ||v]] cos £{u, v}

En primer lugar, tenemos que Yu,v € V — {0}:

cos £{u, v} = % — g, v) = |Jul| o] cos £ {u v}

Por tanto, Yu,v € V — {0} se tiene que:

[l = ol * = [Jul* + [Jv][* = 29(u, v) = [Jul* + |[v|* = 2[[ul] []v]] cos £ (u, v)

En el caso de que al menos uno de los dos vectores sea nulo, se da la igualdad
trivialmente, ya que ||0]| = 0.

3. Teorema de Pitdgoras: ||u+ v||* = |Jul|* + ||v||* <= u L v.

Procedemos mediante doble implicacién:
=) Supongamos que ||u + v||* = ||u||* + ||v]||*>. Entonces:

[lutvl? = [[ul P+ ol P+29(u, v) = |[ul*+|[v]* = g(u,v) =0 = u L v
<) Como u L v, tenemos que g(u,v) = 0. Entonces:

0
[lu +ol* = [Jull* + [[ol* + 2gbess0) = [Jul|* + ||v]|*

4. |ul| = |v|| = u+v Lu—w

Procedemos mediante doble implicacién:
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=) Supongamos que ||lu|| = ||v]|, y consideramos w = (u + v) + (u — v).
Entonces:
[lwl[* = [12ul|* = 4[]ul|*

lwl* = [[(u+v) + (w=v)I|* = [lu+v[]* +[[v —v[|* + 2g(u+v,u—v) =
= 2||u||* + 2|v||* + 29(u + v, u — v)
Ademas, como ||u|| = ||v]|, tenemos que:
[Jw]? = 2[[ul|® + 2|[v]|* + 2g9(u + v, u — v) = 4]|ul]* + 2g(u + v,u — v)
Por tanto, igualando ambos valores obtenidos de ||w||?,
Aul|* = 4l|u) P +29(u+v,u—v) = glutv,u—v) =0 = u+v L u—v

<=) Como u +v L u — v, tenemos que g(u + v,u —v) = 0. Considerando
w = (u+v)+ (u—v), tenemos:

0
[lwl* = [[(utv) = (u—v)|[* = !IU+UH2+HU—UIIQ+2W = 2 ul*+2Jv]*
[lwll* = [12ul[* = 4ful]*

Por tanto, igualando ambos valores obtenidos de ||w||?,
Aful® = 2ful]® + 2|[v|* = [Jul[* = [[o[]* = [Jull = ||vl|

Geométricamente, tenemos que:

S [ Ml = (ol | < [Ju— vl

Como ambos términos son positivos, elevamos al cuadrado:

| all =[] | < [lu =] <=
= (|[ull = llv])? < [lu—=2]]* <=
= [Jul? + ([0l = 2[|ul| [[ol] < [Ju]]* +[|v]]* = 2g(u, v) <=
= =2[[u]| [Jv]| £ —29(u,v) =
= ||u|] ||v]| = g(u,v) Cierto, por la desigualdad de Schwarz.

Ejercicio 4.3.39. Consideramos el EVME (R3, (,)), y sean L;, Ly C R? dos rectas

vectoriales distintas. Sea s; = sy, s2 = sz,. Demostrar que f = s; 055 es un giro de
eje L, siendo L la tnica recta ortogonal a L, Ly. Calcular el angulo del giro.
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Sea f = s; 0 s9. Como la composicién de isometrias es una isometria, tenemos
que f es una isometria.

Ademas, como s1, So son simetrias axiales, son simetrias directas. Por tanto, en
cierta base se da que |s;| = [s2| = 1. Por tanto, |f| = |s1||s2] = 1 = f es una
isometria directa, es decir, un giro sin simetria. Como L; # Ly = f # Id. Sea
L = L{e} el eje de giro. Veamos que L L Ly, Lo.

Sea U = L{ N Ly, y consideramos u € U:

flu) = (s1082)(u) = s1(-u) =u=uecW(f) =L

Por tanto, tengo que U = L, por lo que L L Ly, Ly. Calculemos ahora el angulo.
Para ello, es necesario tomar un vector perpendicular al eje, por lo que conside-
ramos ey tal que Ly = L{es} y ||es]| = 1.

flea) = s1(sa(e2)) = s1(e2) = 2pi(ea) — €2

Calculamos p;(e2). Sea ey tal que Ly = L{e1} y ||er|]| = 1. Sea B = {ey, w1, ws}
base ortonormal. Entonces:
p1(62) = (61,€2> €1

Denominemos o = £{ey,es} = £{Ly, Ly}. Entonces:

<€17€2>
CoOsx = 77— = (61 €2>
[leal] [lez]] ’

Por tanto, tenemos que:
pi(es) = cosa- e = f(eg) =2cosa-e; — e9

Por tanto, definiendo 6 como el angulo de giro, tenemos que:
= (e9,2cos 0 - €] — €3) = 2cos ey, e1) — {eg,e9) = 2cos’ a — 1

Por tanto, tenemos que § = arc cos(2 cos? o — 1), siendo « el angulo entre las dos
rectas.
1 1
Ejercicio 4.3.40. Consideramos (R3 (,)). Sean v; = [ 1 | yvo= [ 0 |. Defi-
0 1
nimos los subespacios Ly = L{v1}, Ly = L{vy}. Calcular f = s5 0 5.

~Z

Vg

l
l
l
I
I
|
l
l
I
|
I
I
l
—— - f————— === B i eI >
N

U1

N
N

\X
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Por el ejercicio anterior, sabemos que es un giro de eje L y dngulo 6. Como el eje
de giro es la tinica recta perpendicular a Ly, Ly, tenemos que L = L{v; X v}, con:

1 J k 1
V1 X Vg = 1 10 :Z—k?—]: -1
1 01 -1

donde hemos hecho uso de que B, = {i, j, k}.

Para calcular el angulo, tomamos un vector perpendicular al eje. Sea el vector
v1 (también podria haber escogido vy). Entonces:

f(v1) = (s2081)(v1) = s2(v1) = 2pa(v1) — vy

Calculamos por tanto py(v1). Tomamos como base B = {ﬁ, wy, we} base orto-
normal. Entonces:

( ) < (%) > (%) (%)
Po\VL) =\ V1, 7)) 171 —
[lval[ /|

(%) 1
= (U1, Vs '—:1‘—:—U2
]l ~ 0 P T2 T2

Por tanto,
1 0
f(vl):2-—vg—vlzv2—v1: —1
2
1
Por tanto, tenemos que:

1

cosf = <’U17f(vl)> - _

2 2

Por tanto, el angulo no orientado es # = %” De hecho, podemos observar que
coincide con el resultado obtenido en el ejercicio anterior.

Ejercicio 4.3.41. Sean u,v,w € V2, con (V% g) EVME. Supongamos que:

lull = [lvl[ = [lw[[=1 A wutv4+w=0
Demostrar que § = £{u,v} = 2.
Tenemos que u + v = —w. Tomando norma, tenemos que:

[l =1 = flutov|* = [lulP+[o]*+2g (v, v) = 1 = 24+2g(u,v) = g(u,v) = —3
Por la definicion del coseno entre dos angulos, tenemos que

— 2
cosf = 9(u,v) -2 9=
lull ol 1

1
Por tanto, queda demostrado que 6 = £{u,v} = 2.
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Ejercicio 4.3.42. Sea el EVME (R? (,)), y consideramos la recta L = L{e} tal
que el angulo que forma la recta con el eje OX es 6.

Eje Y

2 Eje X

Sea e = ( Z ) vector unitario. Demostrar que:

a? — b? 2ab
M(s2;Bu) = ( 2ab  —a® + b’ )

TenemosqueLzE{(Z)},porloqueleﬁ{( _ab>}

Por tanto, y teniendo en cuenta que ||e|| = 1, tenemos que una base ortonormal

de R? es:
a —b
8{31,62}{< b)’( a >}
Para obtener la matriz asociada a la base usual, sea v € R?, con coordenadas
(5),-(2)
v = =
2 /g, 42 /i

Por ser B una base ortonormal, tenemos que:

a1:<v,el):<< 2),(‘;)>:(m+bx2>

Por tanto, tenemos que:

sp(v) = sp(arer + agey

) =

= (axy + bxs) ( Z ) — (—bxy + azy) ( _ab ) =

[ d*zy + abxsy N —b?x1 4 abry \

—\ abxy + b, abxy — a*xs -

(@ =bH)x1 + 2abxy \ [ a® — b 2ab x
—\ 2abzy + (VP —a®)xy ) 2ab  —a® + b? 9

Por tanto, como queriamos demostrar, tenemos que
a® —b? 2ab )

M(s1; Bu) = ( 2ab  —a® +b?

196



Geometria II 4.3. Espacios Vectoriales Euclideos.

Por tanto, como ||e|| = 1 es unitario, tenemos que a® + b* = 1. Suponiendo que

0 € [0,7/2], tenemos que:
[ a\ [ cost
““ b )"\ send

Por tanto, la matriz respecto de la base usual en funcién del angulo es:

M(sp: B,) = cos? 0 —sen?  2cosfsend [ cos(20) sen(26)
SLs Pu) = 2cosfsenf  —cos?f +sen?f |\ sen(20) — cos(20)

Ejercicio 4.3.43. Sea f € Iso(V™, g). Demostrar que h = f + f~! es un endomor-
fismo autoadjunto.

Tenemos que comprobar que se tiene lo siguiente:
g9(h(u),v) = g(u, h(v)) Yu,v €V
Como ¢ es una forma bilineal, tenemos que:
g(h(u),v) = glf () + £~ (u), 0] = g[f (u),v] + glf (), v]

Como f es una isometria, f~! también lo es, ya que la inversa de una matriz
ortogonal también es ortogonal. Por tanto, f~! conserva las métricas. Aplicando f~1
a la primera métrica y f a la segunda, tenemos que:

g(h(u),v) = g[f 7 (f (), FH )] + glf (F ' (w)), f(v)] =
= g(u, f 7' (v)) + g(u, f(v)) = g(u, f(v) + 7 () = g(u, h(v))

Como esto se cumple Vv € V| tenemos que h es un endomorfismo autoadjunto.

Ejercicio 4.3.44. Sea el EVME (R?, g) con:

G = M(g;B,) = (2 i)

Encontrar la matriz respecto de B, de un giro de dngulo 6 = 7.

Tenemos que:

COSQZOZ%Z}Q(U,f(U)):O YueV

Sea B, = {e1, e2}. Consideramos f(e;) = ( Z ) Entonces:

g@bﬂﬁ»:0:q<g i)(z>:43 3)(2):3w+%:$a:—b

—Q

Por tanto, sea f(e;) = . Ademds, al ser f una isometria, tenemos que

conserva las métricas. Por tanto,
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leall = [1f(e)|] = llexl]” = [|f(e)]]* = 1 = g(f(ex), f(ex)) =

Sy a)(g Z)(‘j):(o m(‘(j):a?:m:ﬂ

Por tanto, sea

f(el)_(_a> ==+l

Consideramos ahora f(ey) = ) Entonces:

(
glea, flez)) =0 ( )( ) )(;):3c+4d=>30:—4d
35 )

IS

Por tanto, sea f(es) = Ademas, al ser f una isometria, tenemos que

conserva las métricas. Por tanto

lleal| = [1f(e2)l] == lleal|* = |[f(e2)|]P = 1= g(f(ea), f(e2)) =

o 3 1 : 1
= ( —48 3ﬁ)(3 )(%) -33 0) ( >_125:>5 im

Por tanto, sea

fe= (%) -t

Por tanto, sea la matriz del giro de = 7 la siguiente:

M(Ge;Bu)z(_a“ _3‘;5) ﬁz% o =41

La existencia de los dos valores de « se debe a que el angulo dado es no orientado,
por lo que hay dos posibles soluciones.

Ejercicio 4.3.45. Consideramos el espacio vectorial Ry[z], y consideramos su base

B= {1,z 2%}
1. Demostrar que la métrica definida por

9(p,q) = /O p(x)q(x) dv

es, efectivamente, una métrica.

Tenemos que, claramente, es bilineal. Ademas,

g(p.p) = /0 p*(z) dx

como el integrando es positivo, tenemos que g(p,p) > 0 Vp € Ry[z] — {0}.
Por tanto, tenemos que es una métrica.
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2. Aplicar Gram-Schmidt con la métrica g para hallar una base ortogonal.

Sea B, = {ej, €2, €3} y partimos desde e; = 1. Entonces:

glz) _ 1
g(1,1) 2

€y =T —

Ademas, tenemos que:

» g(l,z%) g(:c—%,:ﬁ))( 1) , 1 1, 5

€3 =T —
9(1,1) g(m—g,x—§

Por tanto, tenemos que la base ortogonal es:

1 5
=lrx—= 2P —x—=
B, { T 5T T 6}

Ejercicio 4.3.46. Sea la forma cuadratica F' € End(R?) tal que, en la base usual,
F(z,y,2) =2 (2" — 2° + 2y + y2)
Estudiar la figura £ = F(z,y,2) = 0.

En primer lugar, tenemos que la matriz de la métrica asociada a dicha forma
cuadratica es:

A= M(g,B,) =
01 -2

En primer lugar, obtenemos la matriz asociada a la base de Sylvester. Para ello,
tenemos que |A| = 0, por lo que rg(A) = 2. Ademds, tenemos que es indefinida, por
lo que:

1
Ag = M(g,Bs) = -1

Por tanto, en la base de Sylvester tenemos que:
F(Eang):j2_5220<:>f2:g2:>j::|:g

Por tanto, tenemos que se trata de dos planos.
Para calcular qué planos son, calculamos la base de Sylvester. Sea B = {¢é3, €2, €3}.
Definimos é; = \%61, y €y = \/iéeg. Por tiltimo, escogemos e3 € Ker(g).

20 +y =0
G3=vER|{ z+2=0
y—22=0
Por tanto, sea la base de Sylvester:
1 1 1 0 1 -1
s=¢—=1| 0 0 — 2
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Por tanto, tenemos que:

= M(Bs;B,) =

O O =

T 1 0 —1 T T T—Z
1 0 0 2 y — L 2z

Y =—F Y Y = —

Z V2 01 1 z z V2 y+z

[gualando cada componente, tenemos que:

_ V2
_Ty

gjzﬂz—zzﬂz—iy
*=\/§x+2=\/_a?+ 2y

Por tanto, como la ecuacion de la figura estudiada es £ = & = +y, tenemos que:
2 2
gz\/ix—l—gy—i (ﬂz—§y>

Los dos planos son los que tienen por ecuacion:
L =vV2r4+vV2:=0=2—2=0 lex/gx—\/iz—i—\/iy:()zx—l—y—z:o
Ejercicio 4.3.47. Dado A € §,,(R), demostrar que:
tr*(A) < n tr(A?) VA € S, (R)

Y

En primer lugar, definimos la siguiente aplicacién bilineal en S, (R):
9(A, B) = tr(AB)

Veamos que se trata de una métrica definida positiva. Calculamos en primer
lugar A?:

n
2
A= (ey)iy ey =) anay
k=1

Por tanto,

n

g(A, A) = tr(A%) = Zcu—zn:aikaki:Za?k>O

i k=1 i k=1
donde he empleado que, por ser A simétrica, a;; = aji. Ademads, tenemos que:
g A A)=0<=ay, =0 Vijk=1,...,n<= A=0

Por tanto, tenemos que (S,(R),g) es un EVME. Por tanto, se cumple la des-
igualdad de Schwarz. Entonces, amplicando dicha desigualdad a A, I,, tenemos que:

(A D) < ||AIP|T|]? = tr*(AD) < tr(A%) tr(12) = tr*(A) < n tr(A4?)

Ademads, tenemos que la igualdad se da solo si A = al, a € R.
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Ejercicio 4.3.48. Sea (R3,(,)) el espacio vectorial euclideo dado por el producto
escalar y Uy, Uy C R? dos planos vectoriales distintos.

1. Demostrar que existe una simetria axial s € End(R3) verificando:

S(Ul) = U1 S(UQ) = U2

Consideramos el subespacio vectorial L = U; N Uy. Como los planos son dis-
tintos, se cortan en una recta. Sea la recta L = L{e}. Como L = U; N Uy,
tenemos que:

LcU, = U 25{6,61}
L C U2 eSS U2 = £{€762}

Suponemos sin pérdida de generalidad que e, es L e, por lo que e, ey € L*.
Por tanto,

Vuy = ae+bey € Uy, s(uy) =ae —bey € Uy = s(Uy) C Uy
Yus = ae + bey € UQ, S('U,z) =ae —bey € Uy = S(UQ) C U,

Por tanto, la simetria respecto de L cumple lo pedido.
2. Si consideramos los planos vectoriales

Ul:{(x7y72)€R3|$+?/:0} U2:{<I,y,Z)GR3‘I—Z:O}

encontrar la matriz de s respecto de la base usual.

1
Sea B, = {e1, ey, e3}. Tenemos que, en este caso, U = L -1 =
1
{e1 — es + e3}. Por tanto, tenemos que:
1 1
ULZE 1 R 0 :{€1+€2,61—63}
0 -1
Por tanto, sabiendo que U = V;, U+ = V_, tenemos que:
sy(e; —es +e3) =e; —ex+e3=sy(er) — syles) + suy(es)
su(er +e3) = —ep —eg = sy(er) + syles) = syl(ea) = —spler) — e — ez
sy(er —e3) = —e;+e3=sy(er) —syles) = syl(es) = syler) +e1 —es

Sustituyendo en la primera ecuacién, tenemos:
e1 —es+e3 =sp(er) +su(er) +e1+ex+spler) + e —es

Por tanto, tenemos:

3sp(er) = —er — 2ep + 2e3
3sy(ea) = —3sy(er) — 3ep — 3ex = €1 + 265 — 2e3 — 3e; — 3ea = —2e; — eg — 2e3
38(](63) = 3SU(€1) + 361 - 363 = —€1 — 262 + 263 + 361 - 363 = 261 - 262 — €3
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Por tanto, la matriz buscada es:

L -2 2
M(sy,B) =5 | -2 -1 -2
2 -2 -1

Ejercicio 4.3.49. Para cada a € R consideramos la forma cuadrética F, : R — R
Fy (w1, 19, 73) = az? + 25 4+ 2(1 — a)xr123 + ax’
Sea g, su métrica asociada:

1. Calcular el nicleo de g,.

En primer lugar, calculamos la matriz asociada a g,:

a 0 1—a
Ga = M(gauBu) = 0 1 0
l1—a 0 a

Calculamos el determinante para calcular el rango:
1
|Ga’:a2_(1—a)2:a2—a2—1+2a:2a—1:0<:>a=5

Por tanto,
» Para a # %:

Tenemos que g, es no degenerada, por lo que Ker(g,) = {0}.
1.

T 2

Tenemos que rg(G,) = 2, por lo que dim Ker(g,) = 1.

s Para a =

T %0% T
Ker(g,) = y | eR¥| 01 0 y | =0
z %0% z
1
=L 0
—1

2. Clasificar la métrica en funcién del parametro a:

» Para a = §: Tenemos que Nul(g,) = 1. Ademds, para U = L{ey,e3},
tenemos que la restriccion es definida positiva. Por tanto, tenemos que:

Nul(g,) =1 Ind(g,) =0

En este caso g, es semidefinida positiva.

s Para a > %: Tenemos que |G,| > 0. Ademds, tenemos G, es definida

positiva al ser todos sus menores principales positivos, por lo que g,
también es definida positiva.
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= Para a < 3: Tenemos que |G,| < 0. Ademds, gq(e2,€2) =1 > 0, tenemos
que g, tiene al menos un 1 en la matriz asociada a la base de Sylvester.
Por tanto, como Nul(g,) =0y |G4| < 0, es necesario que:

1
Gy~ 1
-1

Por tanto, g, es indefinida y Nul(g,) = 0, Ind(g,) = 1.

3. Resolver F(x1,x9,23) =0 paraa =3y a = %

Tenemos que:

x x
F.l vy :(x Y z)G(z y | =0
z z
Por tanto,
x
Fly | =0={veR?|g,(v,v) =0}

= Para a =3:
Tenemos que g, es definida positiva. Por tanto, el inico vector con cua-
drado nulo es v = 0. Por tanto, la solucién es un punto, el origen.

1.

- 2

Tenemos que g, es semidefinida positiva. Por tanto, los vectores con cua-
drado 0 son los del nicleo. En apartados anteriores hemos demostrado

que, en este caso,

s Para a =

1
Ker(g,) =L 0
-1

Por tanto, la solucién es esa recta.
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